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INTRODUZIONE

Le ricerche sull'assorbimento e sall'emissione di onde elettromagnetiche
da parte di un plasma wagnetizzato e sui relativi meccanismi di propagazione
rivestono una nptevole importanza per lo studio siaz dei plasmi di interesse
astrofisico sia per quelli di laboratorio.

In particolare nell'amhito degli esperimenti swlla fusione termonucleare
controllata sonmo gia state realizzate o sono in via di realizzazione numerose
applicazioni pratiche dei risultati pttenuti dalle ricerche teoriche; nello
stesso tempo & sorta l'psigenza di approfondire le conoscenze a disposizione,

Di notevole interesse si sono rivelati gli schemi di interazione risonante
fra onde elettromagnetiche e plasmi, cioé dell'interazione che ha luecgo gquando
la frequenza dellfonda & prussima zlla frequenza caratteristica del plasma o
del wmoto di girazione delle singole particelle attornn alle linee di ferza del
campo magnetico esternc {risonanza ciclotronica).

In monlte sitvazioni & importante valutare 1'interazione fra gli elettroni
del plaswma e onde elettromagnetiche con frequenza vicina a qualia ciclotronica
elettronica “, 0 ad una sua armonica

Vediamo alcune delle possibili applicazioni.



i - Eleotron Cyolotron Heating (ECH)

Per raggiungere le condizioni di ignizione in un plasma per macchine di
tipo Tokamak {che sono quelle sulle guali attualmente si stanno ooncentrando H
ricerche, soprattutto in FEuropa, per ottenere la fosione termonuclears
controllata) sono necessarie temperzture dell'ordine dei 18 keV. Tuttavia il
semplice riscaldamento ohmico non permette di ottenere tali risultati {recenti
misure sulla macchina Joint European Torus {JET} mostranc {Stott, 1986) come la
massima temperatura ottenibile per guesta via sia di ciroa 4 keV).

Inoitre l'efficienza di gquesto wetodc diwminuisce con 1'aumentare della
temperatura.

Un metodo di riscaldamento addizionale consiste nell'assorbimento di onde
elettromagnetiche alla frequenza di risoranza oiclotronica elettronioca {Eieotro
Cyclotron Heating - ECH).

Questo meocanisms & noto da lungo tewmpo e si ritiene possa fornire umo
schema di riscaldawentc wolto flessibile inguanto le onde ciclotroniche
elettroniohe risultano ben acooppiate cor il plasma e l'assorbimento
localizzato.

Cid permette non solo di riscaldare con elevata efficienza griandi wasse di
plasma, ma anche di controllarme il profilo di temperatura e di corrente
riscaldandone aree selezionate.

Nonostante cio per la realizzazione pratica dell'ECH & necessario superare
grosse difficoltd teonologiche: infatti il campo wagnetico esterno B,
caratteristico di un Tokamak & dell'ordine di 50 kG a cui corrisponde una

frequenza opiclotronica di fcz 2.8-10%8, = 1480 GHz e solo recentemente si



stanno rendendo dispeonibili sorgenti di potenza nel range di Frequenza fra 59 e
159 GHz {sorgenti a wmioroonde tipo gyrotron e free electron lasers) aprendo la

strada all'applicazione di gueste tecniche.

2 - Electron Cyclotron Current Drive (ECCD)

Per il confinamento di un plasma tipo Tokamak sono indispensabili un cawpo
magnetico toroidale ed uno poloidale.

Il primo pud essere facilwente ottenuto per mezzc di bobine esterne al
plasma, wma il secondo deve essere prodotto da wna corrente toroidale fluente
all'interno del plasma stesso.

Il wode attualmente utilissato per raggiungere guesto scopo & generare la
corrente inducendo nel plasma un campo elettrico toroidale costante trattando
il plasma come i}l secondario di un trasformatore.

Questo modo di procedere ha tuttavia una grossa limitazione, infatti il
campo elettrico pud essere sostencto solamente da wn campe magnetico variabile
monptonamente, 2 pertanto solo tewporaneamwente.

Le macchine funziomanti secondo gquesto principio possono percid essere
solamente macchine pulsate.

41 contrario wi sono nuserose ragioni per auspicare la realizzazione di
dispositivi Funziomanti in regime staziomario: ad esempio le componenti
struttorali di un Tokamak pulsato sono soggette a forti sollecitazioni dovute
alle wvwariazioni di temperatura e a3 guelle del campo wmagnetico; inocltire la

necessita di disporre di intensi campi magnetioci impone 1'instailaziene di



grosse bobine soperconduttrioi e si ritiene ohe le perdite induttive attraverso
di esse dovute ai cawpi wagnetici variabili possano aumentare i problemi
relativi alla loro refrigerazione.

La realizzazione di macchine 2 regiwe stawionaric @ perd subordinata
all'individuasione di un wetodo per produrre una corrente torcidale ocontinua
dell'ordine dei i@ M.

Un interessante approccic & quello di utilizzare onde elettromagnetioche: é
infatti noto sin dagli anni 'S0 che l'assorbimento di onde elettromagnetiche in
un plasma toroidale @ in grado di generare una corrente,

In particolare pod essere vantaggioso utilizzare onde oinlotroniche
elettroniohe (Fisch, 1987} inquantc si produce la corrente richiesta senza
introdurre nel sistema della quantita di moto.

Consideriamo infatti onde che si propagano cbliquamente rispetto al campo
wagnetico By: l'assorbimento di tali onde, che # correlate con la veloocits
lungo il campo degli elettroni riscnanti, pud indurre uma asimmetria nel
trasferisento di wmomento tra elettroni e ioni che si wanifesta con la
produzione di una corrente.

Tottavia tale weccanismo per ;a generazione di correnti all'internc di un
plasma richiede elevate potenze inquanto la sua effivienza viene molte ridotta
dalle collisioni elettrone-elettrone che trasferiscono energia da elettroni ad

alta energia verso altri a bassa, meglio accoppiati con gli ionmi.



3 - Diagnostica

L'emissione di onde elettromagnetiche alla frequenza ciclotronica degli
elettroni (ECE) postituisce un utile weszzp diagnostico, in partioolare per le
macchine a geometria toroidale tipo i Tokamak.

Gia da moiti anni {le priwe misure risalgono al 1958 (Wharton, 1958)) @&
noto come in linea di prinvipio possano essere determinate per gquesta via la
temperatua locale degli elettroni, la lorp densitda e la direzione del cawpo
magnetico confrontando gli spettri di emissione in direzione perpendicolare al
campd wagnetico ottenuti sperimentalsente e per wvia teorica; inoltre &
possibile evidenziare la presenza di elettroni non termici del plasma.

Per quinto concerne le wisure di temperatura elettronica, queste possono
essere esegquite con successo in plaswi che si comportinoc come un corpo nero se
la radiazione é misurata da una antenna ailtamente direzionale posta nella zona
di bassa intensita del campo wagnetico ed orientata perpendicolarmente ad esso
{Bornatici et al., 1983).

Tali condizioni si riscontranc in wuna vasta gawma di situazioni
sperimentali e pertanto le wmisure di temperatura elettronica wediante ECE
vengono eseguite abitualmente e cﬁstituisoonu un fondawmentale strumento di
diagnostica per i plaswl tipo Tokamak.

Diversa & la situazione per le misure di densita loocale degli elettronis
in guesto caso infatti non & ancora statoc possibile cttemere risultati
speriue#tali atili.

il problema & ocostituito dal fatto che, contrariamente a quanto si



verifioa per le misure di tewperatura, la rifiessione della radiazione sulle
pareti metalliohe della camera a vuoto de) plasma giopa un ruolo importante.

Kello stesso tempo per le frequenze caratteristiche dell'ECE i}
coefficiente di riflessione R del wmateriale delle pareti, che deve essere
cvviamente determinato per ogni singola macchina, # wolto altor dell'ordine del
SQ4L.

Anche per la deterwinazione locale della direzione del ocampo magretico la
situazione @ la stessa: tali misure si hasano infatti sulle forti differenze
nelle ocaratteristiche di ewissione dell'onda straordinaria e dell'onda
ordinaria {cfr., Cap.2}, ma lz riflessione sulle pareti provoca un wmescolamento
di queste informazioni,

Attualmente questi problemi possono essere parzialmente superati solamente
mediante misure di attenvazione usando fasoci trasmessi fra due antenne
altamente direzionali ® sintonigzate ad una frequenza di risonanza ne . Questn
permette di wmisurare lo spessore ottico del plasma e, assieme alle misure di
emissione, di calcolare temperatura e densita.

Da wmisure di trasmissione a vari angoli per fasci linearmente polarizzati
@ anche possibile deterwinare la direzione locale del campo magnetico.

L'osservazione simultanea della radiazione nelle zone di basso ed alto
campo magnetico di un disppsitivo torcidale & un metodo semplice e sensibile
per ottenere informazioni suila presenza di code superterwiche nella funzione
di distr;huzioone degli elettroni.

Infatti l'emissione di radiazione ciclotronica non termica dipende dalla
presenza di piccele popelazioni di elettroni altamente energetici e pertantp ud
in linea di principio essere uotiliszata per ottenere informazioni sulla

funzione di distribuzione deqgli elettroni.



Tuttavia nella maggior parte dei casi questi soli dati sonp insuffivienti

per una deterwminazione univoea della distribuzione.

4 - Bviluppi tecnologioi

Come abbiamo gia avuto wmodo di osservare la realizzazione pratica dell'ECH
2 deli'ECCD sono subordinate alla realizzazione di sorgenti di potenza per onde
ajettromagnetiche di frequensa compresa fra 19 p 330 GHs.

Becentewente sono stati compiuti potevoli progressi in questa direzione,
principaimente secondo dee diversi approccir lo sviluppe di “gyrotron® e di
“free electron lasers™ (FEL}.

In un gyrotron {Tran, 1987), la sorgente di energia libera & l'energia
rotazionaie di elettroni relativistici in un campo wagnetice assiale Bo' Tali
elettroni guidati dal ocampo  wagnetico assorbono ed  emettono onde
elettromagnetiche a frequenze vicine a quella di riscnanza ciclotronica.

Per ottenere la produsione di onde elettromagnetiche si fa in modo che gli
glettroni oche emettonn siano in nusero meggiore di gueili che assorbono
sfuttando le instabilitd caratteristiche dei fasci di elettroniy per leo
sviluppo di questi dispositivi @ pertanto indispensabile una approfondita
concsoensa delle caratteristiohe di assorbimento ed emissione di eletironi oon
funzioni di distribuzione altamente anisotropa di tipo “fasocin™ o “anello”.

Recentemente {Orzechowski et al.,1986} e stato dimostrato come mn Free

Electron Laser pulsatp sia un efficiente mezzo per produorre intensi fasci di
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microonde a frequenze dell'ordine di quelle oiclotronioche.
Un tale dispositivo & pertanto wmolto promettente sia per ECH oche per ECCD,
In particolare al Lawrence Liverwmore National Laboratory é in ocorso di
realizzazione un importante esperimento per la realizzazione di una corrente

quasi stazioparia in un plasma torocidale mediante un FEL pulsato {Revins,

1987).

9 - Organizzazicne della tesi

Il presente lavoro si propone di calcolare 1'assorbimento di onde
elettronagnetiche alla frequenza di risonanza ciclotronica degli elettroni o
alle sue arwoniche in un plasma.

In partic&lare verranno stuadiati plasmi con funzione di distribuzione
fortemente anisotropa del tipo di quelle utilizzate per lo stedio dei gyrotron.

Le appendici A ¢ B spno propedeutiche alla lettura degli altri capitoli
inquanio contengono le definizioni di “tensore dielettrioco™ e di "coeffiociente
di assorbimento™ per onde elettromagnetiche in un plasma, assieme ai dettagli
dei valcoli che dalle equazioni di Maxwell permettono di ricavare la forma del
coefficiente di assorbiments utilizzata nella tesi,

in gquesto lavoro 1'assorbimento, diversamente da quanto viene fatto in
genere,'é caleolato a partire dall'equanione di bilanmoio energetico delle ornde
elettromagnetiche, cioé dal teorews di Poynting.

In guesto wodo rimane sempre in evidenza la dipendenza dell'assorbimsento
dalla pelarizzasione dell'onda.

Hel capitolo | si ricava, per una nuova via, una diversa formaz del tensore
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iimlettrico relativistioo ottenuta da Weiss (Weiss, 1985) e ulteriormente
sviluppata da Tamor {Tawor, 1986).

Questo risultato & interessante ingquanto consente di verificare la
validita delle espressioni trovate da tali autori e di esprimere alcune
valutazioni sull'utilitd pratica di questa nuova forsa del tensore dielettrico.

Il capitolo 2 invece contiene un ulteriore sviluppo delll'espressione
relativa alla potensza dissipata, definita nella Sppendice #, e la disoussione
del significato della vondizione di risonanza ciclotronica relativistics,

Inoltre viene calcolato il coefficiente di assorbimento spaziale per una
arbitraria funzione di distribuzione per gli auto-modi del plasma, pid
specificawmente: onda ordinaria e straordinaria per propagazione perpendicolare,
onde longitudinali (L), polarizzate circolarmente verso destra {RE) e verso
sinistra {LH) per propagasione parallela.

Relle sezioni 3 e & il calcolo del coefficiente di assorbimento per gueste
onde @ specializzato alle funzioni di distribuzione rispettivamente di tipo
“beam” ® “ring” con particolare riguardo al wmodo ordinarioc della “ring™ che
presenta una instabilita.

Dove possibile i risultati ottenuti sono confrontati con quanto presente
nella letteratura: in genere si tratta di particolari limiti di risultati qui

ottenuti in forwa pig generale.
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Cap. 1

Forma alternativa del tensore dielettrioo relativistioo

Il tensore dielettrico per onde elettromagnetiche in un plasma viene

asuzimente espresso {ofr. Gpp. B per i dettagli del pvalcolo) mediante la (B.18)

=) . _

i
2 el [ N P ST (1)
or-e N Py m 1 P
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tll Ll

dove (B.19)
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con Jnaan(a) le funzioni di Bessel di ordine n e argomento a = & N mentre U

lﬁi'
e F(Ei,i.} sono definite rispettivamente da (B.20) e (B.17).

Risulta tuttavia evidente anche ad una prima analisi come tale espressione
sia poco maneggevole per analisi di tipo numerico inquanto richiede i} calcolo
di sommatorie di infiniti terwini contenenti funzioni di Bessel.

Per ovviare a questo problema si & cercata wuna nuova soluzione

dell'equazione di Vlasov che non contenesse la serie di infiniti terwmini: un
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risultato in gquesta direzione ¢ stato ottenuto da Isaan Weiss (Weiss, 1985) e
da Stephen Tawmor {Tamor, 1986).

Tali risultati sono stati testati numericamente per alocone componenti del
tensore dielettrico, tuttavia non & stata eseguita una verifica diretta con la

{i1.1) che permettesse di ricavare da questa la nuova forma del tensore

dieletirico: tale operazione & perto moltc importante inquanto perwette alpune
interessanti osservazioni sulla validita e sull'utilita effettiva del risultato
ottenutp,

A guesto scopo atilizziamo il Fatto ohe {Newberger, 1982) (Evangelidis,

1984)1 per una serie infinita di funzioni di Bessel del tipo

T Faepla) 3,0
B{psp} = 2 -+2 . 2 {1.3}
m=—o

dove Ref{p) > -i, si pud sorivers la forma chiusa

R{p.4) = - { a/sin{,ut)} 33 I (3) (1.8)

Inoltre per Re{p)(-i @ sufficiente riocordare che

1E‘ necessariu gsservare in guesta sede che l'articolo di E.R.Evangelidis

contiene un errare nella forwala {17) che si dovrebbe leggere

v I, () 7 _(a)
lziur -+l‘ — = sin?:n) J_y(a)Jﬂ+1[a)

Tale errore si riflette anche sulle seguenti {19) o (29}).

§i ritiene incltre opportuno rilevare che la {12} e la (13}, seppure
cttenote per diversa via, sono analogke e pertanto possono venire inglobate in

un'unica espressione come qui & stato fatto per la (1.4).
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v (a) = {‘”){"u—x(') . .xm(a)} (1.5)
e pertinto le funzioni di Bessel di ordine v~l POSSON0 RSSEre BSpresse in
funzione di guelle di ordine » p v+i.
Questo risultato pud essere esteso al caso piu generale di espressioni del

tipo

(a)J‘+1(a)
= -

o J
wt
R(psl,u} = 2 E (1.6)
| =l
con 1 intero, infatti posto n = wtl si ha

© o yi{a) 3 (a}
Blpitsn) =§ mr(:p-l%ml) -

Hn=—o

e quindi

per BB(p"‘l)Z‘i n(P;l.ﬂ) = - m—r{%m Jp_!_p(i) J’_(’“_”(a) {1.7)

mentre per Be{p-l1)(-! si procede in modo aralogo al caso precedente.

1.1 - Perivazione diretta della nogva forma del tensore dielettrioo

Determiniamo la nuoova forma degli elementi del tensore dielettrico.
A questo soopo osserviamo che gli sviluppi delle componenti della (4.2)
secondo la {1.7) sono legati fra di lorc e pertants & conveniente scegliere un

ordine opportumo.

Posto
LY
T S n—};} (1.8)
n=—m
dove
y;'&f—i‘uIE! {1.9)

sostituendo la {1.7) si ha
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hud =2 g
Py 9.7 p
! nn |
T33:§ B-_—- AR = U_-— ;TXI—(_TJ(a)J (a}
n=-@ Pt pl

¢ analogawente; ricordando che

Jr{a) = % -y fa) - I +g82)) (i.xo)

e sottintendendp 1'argowmento delle funzioni di Bessel, si ha

TR AL APy L Py
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7
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... Y 3 ¥
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Per il terwine le si procede in waniera leggermente diversa, infatti
g g [t 7
= ~ip, = ' = -ip BE |1 B
Ty2 = 7Py 3 2 8 10p = "ipl E a da [2 n-p]

J

2 n - i n

gy l_d \a Jn+1+Jn-1
Y

L — 1 g d
- HpJ.U 4a sini i dz [J1+p3-y * J-ny~1]
R 1
- 1—91 3 sani ] da Z”J—pay

i

] t
lpl 23 s;—m W [J J +. J"ﬂJﬂ]

sviluppando ora le quattro funzioni di Bessel mediante la {1.18) e la {1.5) si
ottiene

=1 m
Typ= "l g sin(pm) [Jp~lal-p Jp+1J-(y+l)]

¥
Pgr ltelementa T22 s

Toz =3P n-

w3 per i singoli tersini che costituiscono T22 i ha, applicando la (1.7},

!
1 - a § To-t ¥ Ine1 2Jn-iJnH
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J
n-1"n-i _ » PO |
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e quindi
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i 4 -+l p+1 L) L T pd T {-pd

o B -
P 5 sin]ﬁn[ [J—pr+1 Jle—p]
In conclusicne, quindi, in coordinate cartesiane la nucva forma del

tensore dielettrico &

1 pres O

- - Plaxg P L g,
€4 = 5ij - Iﬁ p Tij + [ - ] iz Jth p F(pl,pl) {1.11)
“ u pl
dove
Py By P
‘i-a-ﬂ{J“ﬂJﬂﬂ-JﬂJl‘F] *ITIJﬂ-lJl-ﬂ"I#HJ“(wl}] I
T, =02 -—1- I, -3 .3 :l.r RS I —iF'J I3 {1.12)
ij sin{un} '3 p-l brg Tpel-fpat) ) A Tt Tpett - {pet) T T op T p-t Tt :
- -H#H‘Ii-ﬂ] p?
P P L
l R --—-J J
-2 = .
"y 2 J—#[Jp-l ‘ﬂx] p, A7

E' evidente la maggior cowpattezza di guesta formsola rispetto alla (1.1); con
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la {1.12) la {1.11) si riduce ad un “semplice integrale* di prodotti di due
funzioni di Bessel ohe non contiene pid la somma sulle armoniche.

Bisogna perd osservare ohe la riwoxione della sosma sui nuweri armonici @
soltanto apparente inquanto gli n;dini delle funzioni di Bessel dipendono dal
womento, che @ la variabile di integrazione, attraverso la {1.9).

Inoltre, in ultima analisi, la sowsa sulle arwoniohe riappare in
sonseguenza del fatto oche gli integrandi sonoc caratteriszati da wn numero
infinito di singolarita in corrispondenza ai valori interi di a.

Nonostante pero il oaloolo reale del tensore dielettrico richieda anche in
gquesto caso la riscluzione di un integrale e di ona serie di infiniti terwmini,
1Tuse di (1.i1) e {1.12)did un reale wvantaggio oomputazionale alle alte

temperature (Tamor, 1986},

1.2 - 11 tensore dielettrico nel sistema di riferimentn in oui il campo

elettrico & polarixzato circolarmente

Una forma ancora piu compatta per la {1.12) la si pud ottenere nel sistems
di riferiwents rispettc al guale il ocampo elettrico & polarissato

circolarmente; cioé nel sistema di coordinate per il gquale

E ¢ iEy E - iEy
E, = ——= E, & —— E, = E {1.13)
1 J7 2 JZ 3 2 .
Nel nuove sistema di coordinate il tensore T  assume la forma
oot Kl

dove
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Qo0 A,
vz vZ
n=) Ao -4 4 {1.14)
vz vy
@ @

& la matrice di trasformazione e le la sua inversa.
Sviluppando il prodotte fra watrici si ottiene dopo alcuni semplici

passagyi algebrici

E.l a.l E;l
2 Jpﬂ'r-{;lﬂ) 2 Jp+1J1-y —:,—-"2" J—,uJyH
P P P
Un i L
| — - et
5 T | 7 et ieg 5 ¥ pmidyy — - {1.15)

= = -
P P P
LY LI B NP o
S TR oetl S RRt ;1. R

she, diversamente da {1.12); & un tensore simmetrico e quindi & pia facile da
trattare.

Tale espressione non & perd direttamente comfrontabile con la {53} del
iavoro di Tamor gia oitato, in cui si uwtilizza la rappresentazione di Fourier
{R.8) con i » ~i {ofr. nota a pag.3 dell'appendice A).

Con tale trasformata di Fourier , vtiliggata anche da molti altri autori,
invece di T espresso nella forma {1.12) si ottiene il suo complesso coniugato
.

11 'mtodo pid immediato per eseguwire il confronto oconsiste pertanto

well'applicare la trasformsazione di coordinate {1.14} a T, cioé il tensore

(1.12) ove i + ~i: cosi facendo si ottiene
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P ; p
i3 1 ]

21N 7 Taer? g 7 Vo1
P P P

¥y oL ul __l —-‘l —_'

() = sin{uz]) 7 VuetVp 3 ‘Ipu‘l-(,uu) 7 L P {1.16}

P P P2
L S SRS S LA
A Hal sl 7, K g

Questa espressione corrisponde aila (53) del lavoro di Tamor ad eccezione

. * *
dei terwini simmetrici (T }'13 e (T )'31.

Poiché vale la proprietd delle funzioni di Bessel per cui {Abrawovite and

Stegun, 1972}

si pud scrivere

P P
¥ Uz ' Un ' ..
(T ”13 E 3 —mn “u —ﬁ— J_“qul - ;m”—u)- ?”Jl_p Ji:—!pu (1:17)

Rel corrispondente risultato ottenato da Tamor non cowpare llultiso

termine del mewbro di destra della {1.17)

1.1 - La parte antiberwitiana del tensore dielettrico nella nonva forma

1
Di particolare importanza € la parte antihermitiana del tensore didettrico

espressa dalla {B.24b}

w0
at
m
] 356 smy - s NG -
€,45 "0 = E Jd P Sij {w ¥ -w Hppy - n) {1.18)

Ii=—m

poiché & questa che contribuisce al coefficiente di assorbimento spaziale {cfr.
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fipp. B per le considerazioni su parte hermitiana ed antihermitiana).

Per esprimere la parte ahtihermitiana del tensore dielettrico secondo la
nupva forma {1.11} {1.12), osserviamo prima di tuttoc che, mentre per la {1.18)
si ha a ohe fare con un polo del tipo 1/{x-x¢),; ora si hanno infiniti poli del
tipo 1/sin{uu) in corrispondenza con i valori interi di u.

In questoc casoc la formola di Plemelj che permette di separare parte
principale e residuo dell'integrale & leggermente diversa ({Levinson and
Redhffer, 1979} o si ha, se dividiamo il range di integraziome in intervalli

simmetriol centrati sugli interi

n+¥
I ;%é%%;T dx = PJééé%%;T dx - i&(x-n)(-l)n
n—%

pertanto nel nostro casoc dalla {f{.l11} seque che
;; T not.az
€aij = E 2 {-1} jﬁ p [Tijszn(pn)] 6{p-n) (1.19)
n=—o

A questoc proposito osserviamo prima di tutto che il termine wmancante
nell'espressione trovata da Tamor, {cfr. ({.17}]} non ha alcuna influenza sulla
parte antiherwitiana del tensore dielettrico, inquanto non dipende da i/sin{zg)
e gquindi dai poli deli'integrale da calcolare.

Nelia {1.!9) ricompare quindi esplicitamente la serie infinita presente
nella {1.18} poiché vi sono infiniti punti in cui si annulla itargonente della

delta di Dirac: cioé per cui

Py =0 con n intero

sinfpn) = @ 4 4z er-e N
Consideriame l'elemento T, di {1.12)}

Per p intero uguale a2 n si ha
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1
T, sin{ym} = -nU 57 B [J~an+l‘JnJl—n]

ma per n interc J_ = (—l)an @ pertanto
. ;i n n-{ n . -~ [n !
Tllsxn(nn)= -aif fE'an[(-l) Jn+1—(—i) Jn-l] = —{-1) 00 pi[? Jn]
quindi

B sz olts ey 5 u.
‘a,ll g E 2 J& P piﬂ{; Jh] 5{n ¥ ~u “l Py -n)
n=z-«

che & esattamente la stessa espressione trovata daila forma standard {{.18) del
tensore dielettrico.

Analogo risultate si trova per tutti gli altri elementi del tenscre
dielettrico.

In conclusione qoindi 1'uso tensore dielettrico nella forwa {{.11), {1.12}
pud essere vantaggioso nelle applicazioni numeriche in cui si richiede sia ia
parte hermitiana che antihermitiana.

D'altro cantoe la corrispondente parte antiherwitiana & !a stessa calcolata

in Appendice B a partire dalla forma standard del! tensore dislettrico
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Cap. 2

11 opeffiviente di assorhimento spaziale

per onde in wn plasmm

In fppendice i si & wmostrato che il ocefficiente di assorbimento {o

amplificazione) spaziale (A.24)

sy

az 2"
(dove k=k'+ik™ & il wvettore d'onda e weze'+ie~=ze' la frequensa} si puod

esprimere, wmediante il teorema di Poynting, come il rapporte fra la potenza

dissipata ;‘;gf-ga-g e il modulo del flusso dell'energia elettromagnetioca

S{k',u'}), cioé (cfr. 0.24')
*

, B ¢ ‘E
[ ] - =& -

T A TR

dove gaaga(i',u') @ la parte antihermitiana de! tensore dielettrico

relativistico calcolato nella ﬂppend'ice B.

2.1 -~ Calcolo della potenza dissipata g-'— Eig.a

‘E

Dalle {B.24) seque che
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Z‘W
= - Eg E I&3F S£3}6[33—;hlﬁl—n]

LI
a1y
N=-0i
® 12 _
=—a| -2{ Yaip s{n) 5{7-N. P = ) {2.1)
- i} vy -
M “
6i ha pertanto
« 1? - -
£ e & ~ 2B MoF e s (r-n5,2) (2.2)
- " = ")
Dobbiams quindi calcolare gf-g-g tenendo conto della condizione di
risonanza ciclotronica imposta dalla B(f-l!§i~n/3)
Posto pertanto
P
=/Jpu 2 -igr .t
8= plﬂ [a Jn’ LJB,E Jn {2-3})
1 :

@ immediato verificare che la coppia diadica gf& vale
a*s = g {2.4)

5i pud allora formalmente scrivere

E-SE=E-a8E= |ag’ (2.5)
doue
. = ol ~jJ p./p
aE = /pu [a T B miNE (BB )T E, {2.6)
Poiche

n
i(a) = =i, (ap+dd (a)
si puo sorivere

p 1
[E BRI FPSLE (2.7)
X yn;

2
- 1 Iy s
la-E]* « plug’ z|"n n Ty atl

Rello stesso tewpo dalle {B.17) e {B.20} seque che
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oFy {p af, —-af}} . px[[ Nypy ar. "¢y aF,

PU = p—M Padie P — =t (2.8)
ap p! sz

Poiché deve essere moltiplicata per la S(T—Rupﬂ—nln) si pud prendere
NPy

1-—

1
x
¥

L S Rp-

e quindi la (2.8) diventa

pog
- p T I3
U= | LR Ty Eé'l (2.9)
piv dp;  dpy
e si ha {Bornatici and Ruffina, 1986)

ot 2] 3o Ts Eonctl

1

P
-ig 2 A g ]J «i%y
yn; Zin n

ntly
n=-a
-S(f-ﬂipl—nlu) (2.9}
oppure, utilizzando le (8.17)
* “o 4’5 J1 ™o o, 23T,
E ¢ :E = - ] 2 [ ___. LLE PV 4.4 ![E ~iE_¢-%N 7. E ] J o+
- =a = [ - & la x y ne, 1k "= n
nz-m p1 p
L@
+;~Jnﬂ y} B(1K,F, nuu/s)] (2.11)
Posto
i c 8? a?. X A z
H(pl'p } = 'S ]I[ 1Ey+nu lpl z]Jn +iﬁan+igyl
P ap
i i
la {2.11) diventa
Y ne kYool
* i d'p
E g £ = —u[ ;P] ii 2 [ ] [ e B(pl 9')5{1 K. p Py nac/a}]' {2.12)
. N=-x

Consideriams 1'integrale
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L -

IT B(F,.5,) &(v-R,7,ne_/o) (2.13)
e introduciawmc come variabili di integrazione 7,5‘ ¢ l'angolo azimatale di p.
L'integrazione sull'angolo introduce sewmplicemente un fattore 2n, wentre per la

presenza della funzione § rimane la sola integrazione su ¥ con

Essendo

si ha

ne s ne ne yg
e _I ®_ 3 C. lag? c
f-—= = ﬁ:{(u. 1}y 42—y [nl+[—;-} l}

da cui, poiche 5}20, segue che deve essere

-y _ Lr_,_ I
Py =7 R

ne LAY
(3 T _1x2
(Mgt} ie2—r [ng+[ < ] ] : 9 {2.14)
Consideriamo esplicitamente il caso !;(1. Sotto la condizione che
i vy nd s ne_1a
g 1. . 4 =MIin2- -t t
[ " ] I LH 1)[x'+l m ]_ui{al 14 f— } } > @ (2.14%)
la {2.14) & verificata per
Y . ¥ <
win X
dove v _. e 7 sont rispettivamnte la winima e 1la massima radice

=|in max

dell'equazione associata alla {2.14}, cioe

1 nuc / : "
Ymin® THT [ o "Il Bpene se) -1

(2.15)
ne
3 c 2 3

Osserviamo che la condizione {2.14') provoca un taglic di frequenza per
ogni HH fissato, ciof & deve essere necessariamente winore di un valore massimc

che & ne_ per ni=e.
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L'integrale {2.13) assume la forma

14
max

daip - = - 2n - -
I—;— B(p,py) 5(1-Hlp]-nnc/u) = T j dy H(pl(f),p'(f)) {2.137)
| |
min
Dalle {2.15) segue che & conveniente weffsttuare il cambiamwento di

variahile

¥ = ¥{t) = Iéﬁ* f;5+ln |J/n’+(nn Je}t-1 t {2.186)
I X L} c

in questo wmodo infatti

le=1 € Tnn::-l
e la {2.13'} diventa
1
1 L
2=Jkt Tfﬁf [u;+(auc/a)-1] B{p,:py)
-1
1
12;‘[u1+{na /6)%- 1] Jkt BB 5, ) {2.17)
-1
dove
--{"ES ne
(0 = & [ree-32

*“ﬁ)-JHU)pﬂ*“nnﬂ
In conclusione si pud scrivere la potenza dissipata nella forma
| 3]

o g K =-;,[; ] 2 [n“ ] {" +{ntug“) - Jﬁt B(pL"T(t),Py - (t)) (2.18)

n:-m

-1
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2.2 - Bisonanza piclntronica relativistica

La parte anti-hermitiana del tensore dielettrico {2.1) & diversa da zero
se

¥ - N - ni /e =@ {2.19)

Py
she esprime la condizione di risonanza ciclotronica relativistica {cfr. &pp B}.
Kel limite non relativistico, ¥ = 1 e pertanto la {2.19) diventa

1-ngn~nuc/u - @

ia cui

{2.20}

she & l'equazione di upa retta parallela ali'asse El. Fertanta 5; pud assumere
vajori arbitrari e la condizione di riscnanza coinvolge sclo la cowponente
sarallela della quantita di moto fissandone i}l valore.
Kel caso relativistico invece, la {2.19) da
L
Y - DX T2 - - = | Jug § k4 pueg R
¥R pytpitl = [N!pl+nuc/u] Hupl+(nuc/u) +2Hlpnnoc/s {2.29)

che pud essere scritta nella forme

i b e < b {2.21)
e

pPs = K,—11-N

:on a':@ per la {2.147)
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Kel semipiano (E!,51>0) la {2.20) & l'equazione di una conica {detta curva
di risonanza)(TIBER 1I Report, 1986).

Dallo studio dei parawetri fondawentali di questa equazione si deduce che
per

Hi {1 si ha una sewmiellisse

N: =} si ha una parabola

H; * ! si ha una iperhole

Distinguiamo i diversi casi limitandoeci a oconsiderare la frequensza di
risonanza fondamentale, cioé a prendere n=l.

1} Ellisse: H; {1

Per R;*[nc/u}‘—l(a non si ha nessuna soluzione reale, il che corrisponde
al fatto che non ci possono essere particelle in risonanza con l'onda.

Viceversa per Ny+{_/e)'-130 la (2.20) & 1i'equazione di una ellisse

centrita nel punto

l'uc/u
(per0) = | i—o] (2.23)
X
e avente semiasse maggiore
vV Rit{s /a}i-d
az—t ¢ (2.24)

Y §
i Rl
Cié significa che ﬁi e ﬁl possono assumere  solo  valori compresi

rispettivamente negli intervalli

-atpy € Py ¢ a+py
- i—R; a < 51 <V l—H; a

In particolare se

fpe] Ca 9 (1K)

{uc/u)’-1} y @



- 29 -

e pertanto se

v < a {2.25)
{frequenze "down-shifted”) sono risonanti particelle sia con Bi(% che con Eg>e
{Fig. 2.1).

Dal punto di wvista della generasione di vorrente mediante le onde
ciclotroniche elettroniche (current drive by electron cyclotron wves {Fisch,
1987)) la presenza di elettroni aventi F' di segno opposto di luogo a correnti
elettriche di verso opposto che si attenuano a vicenda riducendo la corrente
vomplessiva indotta nel plasma.

Viceversa (Fig. 2.2} per

RN {2.26)
{frequenze “up-shifted”) tutte le particelle risonanti si muovono nelloc stesso
verso lango la direzione del campo magnetico contribuendo costruttivamente alla
“driven-current”.

Dalia (2.23}) segue che per H@ il centro dell'ellisse & nel sewiasse
positivo di ;I mentre per N (@ in quello neqativo (Fig. 2.3) e pertanto se a)uc
le particelle risonanti bhanno tutte E, rispettivamente paralleloc o
anti-parallele al campc magretico.

Un caso particolarmente interess;nte ¢ gquello in cui anﬁ {che corrisponde

a propagaxzione pergendicolare): in questo casc la purva risonante & una

circonferenza centrata nellforigine del sistema di riferimento e di raggio

a=J/ {uclu)’-l

2) Parabola: Ni = !
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Fig. 2.1

Fig. 2.1
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Fig. 2.2

Fig. 2.2

Ny >8> § >4, D ¢cdso non
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La {2.28) assume la forma (Fig, 2.4)
P} - 2w su)py + {0 se) -1 {2.27})
finche in questo caso il verificarsi della condizione (uclu)’(l corrisponde
ad avere elettroni risonanti tutti con ;l goncorde. Diversamente pert dal caso

delltellisse {in oui 5. e ﬁi sono limitati) Ei pud assumere gualunque valore e

Py deve essere maggiore di

5;- 1—(0010)’]
c
3) Iperbole: Kp ) ¢
Rllorcheé R; } 1, 1a {2.21) rappresenta wuna iperbole del tipo in Fig. 2.3,
caratterizzata cioé dalltavere ﬁi:o per §'=1J5¥p.. finche in tale sitvazione Ei
pud assumere gualunque valare mentre ﬁ} tutti i valori tali che Ei(—J3¥p.

§i>J§¥p., incltre nor & possibile fare in wodo che gli elettroni risonmanti

abbianc tutti E' concorde: c¢id¢ limita 1'efficiemza delle driven currents

generate quando R: Y 1.

2.3 - Propagazione perpendicolare

Nel caso di propagazione perpendicolare al campc magnetico di efquilibrio,



Fig., 2.3
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Fig. 2.3
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Z

>
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Fig. 2.4

Fig. 2.4

Londizione di risonanza ciclotronica relativishica neilo seazio del
mcmenti oer NE=1
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Fig.2.5

Fig. 2.5
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Bgsy si ha R'=¢ e pertanto
R

s Ve 5 =20 (2.28)
- 1] i'*1 -
apl apl
mentre la relazione ai dispersione {A.14'} con =R =6, xy:u, R =R, st scrive
E £ £
xx xy xz
~K?
e K e, {2.29)
—x?
fex Ezy n.lﬂ.zz
dove per la {B.18)
w o L o -]
& s{n) g
e, =5, +F E 23‘[&;; dp, ——=t + B g 5 z.fd;; def Py F(P, Py} (2.39)
ij ij 5 F | or-n m iz  jz 1 i | 1'%
D=-—a ’ - » —
2
=3fyfn, | ~3fyn, ., -=af, n,,s
plg:_ a n] ! l;:" an'n pla— P
P 2 1
EL L0 B PR LI P 5 252 i 2 g (2.31)
i la— an 13— n Ea~ nn
il P 2L
5,20 TR LITIR TR N LI
an a 'a; nn p— a;
i ] S|

= allora se f, ©¢ una funzione pari in ;H {come avvione nel caso
rarticolarmente interessante di una distribuziione di tipo Mazwelliana) sz,

’yz’ Sz‘ - Szy sone funsioni dispari in Pys pertanto la oorrispondente

integrazione rispetto a 5' in {2.3@) & nulla. Da cid segue che

‘xz=syz=‘zx=szy=e

* osservando che ¢ =-¢__ la {2.29) diventa
xy ¥x

£ £ @
xx xy

3 -Nlee ] =@ {2.32)
Xy i yy
@ e F -R
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ie pui soluzioni sono

K} = €, {2.331)
N2 r . “
(‘yy “I)Exx+sxy o {2.33%)

a) onda ordinaria ~ o

Bostituendo la (2.33') nel sistema (A.13'}, determiniamo il oampo
elettrico nel meszo., S5i ha

FE"'FE:G
Xx x XY ¥y

RN {e__-¢ )Ey =@

y ¥y =z

e pertantn se £ £ @ allora segue che Eszy=9

(e, -&__)ee?
x''yy “xz! “xy
Il campo elettrico dell'onda & quindi del tipo
E= (8,98 )
ed & parallelo al campo wagnetico d'equilibrio By=Byz e ortogonale alla
direzione di propagazione k, che per semplicita abbiawmn scelto Iungo 1'asse x.

L'onda ¢ pertantc un! onda trasversa polarizzata linearsents ed & detta

onda ordinaria {o). In gquesto casc 1'equazione di Maxwell (f.1a'} sipud

scrivere
kiE ¥ = z Ba3B= RL 5 Evy

11 vettore di Poynting (f,20) a sua voita si scrive

. -
plol. 5 Re(Exs") = & ne[gx{-kl gzy)*] = 3=k, = Re(Ex(E"Y))

(e, ©
"1 'kl “

exen) = [ERxE] - -1

LS

e pertanto

plole o P - & o e)nk (2.34)
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.
1l vettore di Poynting & ciné parallelo al vettore d'onda k e rappresenta

il Flusso di energia trasportata dall'onda
|E}?
Poiche i @ mna densitd di energia, la sua velocitd di propagazione,

cice la velocitd di gruppo dell’onda, &

gé::) - xllek (2.35)

Inoltre il flusso di energia di sloshing {R.21) vale
o ke 0ty = —‘E‘%—-—%—;—,‘—"- g E =0 (2.386)
nella approssisazione, in genere valida, che
¢ (freddo)}
ij ij
dove Eﬁgreddu) & il tensore dielettrico nella approssimazione di plasma freddo

13

analizzata al paragrafo 2.9.
Ma allora
s ) = 2l eyl ey < kOIS g (2009
da cui si ricava il coefficiente di assorbimento spaziale per !'ennesima

armonica

e per la {2.12}

Bfg 7

26{v-n/a) {2.38)

Osserviamc che poiché ¥)®, affinché si possa avere la condizicne di
risonanza v-n/#=@, deve essere necessariasente asnuc. Inpltre il termine con
n=8 & nullo e pertanto si ha n:! quindi il coefficiente di assorbimento globale

vale
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o — W
{0) - . . L) “ I af| 2 Y
a(n‘=e) an = ;{ET E : J 5(7' n/u) (2-38')
n=1 i ¥ “n=t 3p,
- £?
b) onda straordinaria - (x): Kl ¥y xy/‘xx

Per determinare il cawpo elettrico dell'onda utilizziamo la {2.337) nel

sistema (A.13}. Si ha

£ E ¢ =@
xx x xy ¥y
- Nt =
clyEx (f Hl)Ey-a {2.39)
(e, ~N])E =0

Se & ~N1£0 seque immediatamente che E_=@
zz 1 z

Dalla (2.33") ricaviawo

E _E__+E 1
Nt - X2y xy o u(x) (2.49)
1 £ 1
X
e guindi
Xx z
Ey:t -— E! A
Xy
€ £t
¢ B ”[‘ XX ¥y xy] XX £ o
¥ K { ¥¥ € x Xy
Pertanto E‘
Fxx
E = (Ex,-;:;E!,O} {2.41) K

cipé l'onda & polarizzata ellitticamente in un piano

perpendicolare a B,.

¥
5i ha cicé E i Hy, Dalla {R.1a'} si ricava poi che -
. ’ x
xx Fxx
B - (o, N X% -NE X (2.42)
Xy Xy

Per 1a {R.20') & la {2.41) il wettore di Poynting wale, ricordandc che
k=kx,



~ 4@

-1

Cowme gia wvisto

)_ c? £ L]
“4na k £
Xy

XX 2
i,

(2.43)

Q_L:e

:on buona approssimazione e pertanto

s{x)p(®).

Dlaltra parte, ocon )I -=E =% e E --—(s

IR

oaf

s e ————

*
E' gy El=mu g

'3 na 49 3=
=—n[_p] °] '1‘2 P "‘—*af J 41 "““"J =
" [*] N - - n
I3 Py ap xy

J

~F = wE s

Il coefficiente di

£
.3 XX
tim ——J
neE _n
Xy

{2.44)

e

JE_, dalla {2.12) segue che

RY ¥
XXy 2 _xxg ! e,
1 [Exﬂs x]Jn-lx_f r netBx] 205
xy Xy
a ? [ nac
me-i B 1*8{7-—=)
xy
e
' 2 _—
(=5 {2.45)

assorbimentoc spaziale per la ennesims arwonica vale

illora
(‘).. . {E ‘£, -E)
W g
& vy (OW ye Fe3 A ¥ 2
. c l, d7p afy J +i2 XX §{r-ne_/u}
“ ] H.L' 5 ag. i ® £l [+
By Op " 34
= & £
axi?
“l £
Xy
# 12 (N 12, pr3T a4F  JE [}
L i R L1 Y |6 T LU B A QUL s'l 6(v-ne_/e)  {2.45)
c |# “"1-_6_ £ 0 nn e
Py 9Py
E
Per ¢. .=s§€r6dd°) si ha {cfr par. 2.3), poiche =X 7 + il J' diventa un
iji i) xx P n n
immaginaric pura,
(x} 0 oy 8{°p}*{"%c]?t [d3p af, _
(In (Hs—a)— 4 Iy ; “a i; - --:—-' ﬂJ Hlle' 5{1 DHC/E) (2-47)
Py 9P,
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che &€ una forwala valida solo per nd)l {perché per la prima armonica ¢ = @_ mon
¢ corretto applicare il limite di plasma freddo)} (Bornatici and Ruffina, 1985)

& dove
u ul 1
P

e
& @4
p &

A =

Il coefficiente di assorbiwentp globale & allora

ci"}(nlza) = Eafl"{n“:a)

n=2

1.4 ~ Propagaxione parallela: ll=0

Hel casa di propagazione parallela al campo magnetico dleguilibrio By si
ha N = (0,0,Ni).

La relazione di dispersione {A.14") assume pertantc la forma

~Kles £ £
I xx Xy Xz
£ ~N1er £ (2.49)
yx b yy ¥z
£ E £
ZX zy zz

dove £ij & espresso dalla {B.18)},
Per determinare Eij da questa bisogma calcolare gli Sg?) svilappando la

{(B.19}, tuttavia per N, =3 si ha

a =& “191 =9

e questo apparentememnte provoca problewmi di convergenza per gli 52?)'
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Utilizaiamo allora lo sviluppo in serie delle funwioni di Besssl
o
i (a) - {-1)‘(3/2}n+2k
n KT {nik+1)

e ricordiame che

n
I (a) = (-1)%2 (a)
Da cid segue che
-]
n (—l)k(aIZ)n+2knl

!:'Jn(a) =7 k! I‘[n+k+1) {2.50)
=9

Per n}@ si ha nt2k-12@ e quindi se a<+® l'cnico termine diverse da zero @

quello per cui n=! e k=® per il gquale si ha

lim % Jx(a) = % TTiT = %
a1
Per n=9 ovviawente si ha zero

Per n{(® infine

o= (-1)"
an a =-n

e quindi l'unico termine diverss da zero é guello per cui -n={ e k=@ per i}

quale
1 i
lim - JF_.{a) = =
asd a b 2
Pertanto dalla {B.19}
n I -
8= 3 P, U 8{nt1)}
Ricordiamo ora che
i
=3 {Jn—l Jn+1}
Da cid segue che
In
lim - J Jt = lim = =~ J { o }
140 n _— Za n} n-1 n+l



w3 poiché
lim J =
nt

e quindi
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fille stesso wodo si ricava che

riassumendo

ij ”

Sostituendo la {2.351)

dove le uguaglianze trovate sono

ui-eﬁlpl

G{nii)a
a-
n _ _n o i- s
sxy = Syx = -3 0,0 &{nt
n n
Syz = 5gx = @
n 1 -
Sy, = 3 7,0 8{nt1)
n n
802" Sy -0
=3
P
s? = 2yt osn)
zz - n
Py

1 i
39105(n11) -39 U8(nt1)

i -
19105{n11) 39106(n!1)

@ -

nella {B:18) si ottiene

+ 1im 2330« B(ni)

2
L
=t

05 (n)
By

i)

[

I N P 1 !
EII—EYY”1+; 4 Jld P RY av-aN_p. +1 ) wr-aN p. -t
147 i’y
'—:
~t 1 1
pl I 3= i
e 3B g ot e
xy oyx g 4 1 gy-an g, 0 #Y-eR,p -1 xx

ol f_;-”a*; (Fy/7y) F(RpBy)

(2.51)

{2.52)

dovute alla simmetria assiale del sistema.
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L'equazione di dispersione {2.49) diventa

-n?
Nl+sx‘ rxy ]
- N2 P~ ¥
Ery Nyte . @ = @ {2.49")
@ e E
b33
le cui scluzioni sono
E__=@
zT
]
Frxtife, = K {2.53)
_: _ a2
fxx lsxy = H‘

2} Consideriamo il caso €,,=®

Sostituendo nel sistema (B8.13') si ottiene
-2 =
{ Wyte o) B te E =0

Xy ¥
-¢_E +{-K!+¢ IE =0
Xy x B "xx''y
Ez-arbitrario
ma questo implica
E =@
%
E =8
b4
Ez = arbitrario
cioé
E = {0,0,Ez} (2.54)

Il campe elettrica dell’cnda & guindi parallelo al campo msagnetico
d'equilibrio ® alla direzione di propagazione ;= si tratta pertanto di onde
longitudinali {L}.

Dalia (A.1a') segue immediatamnte che B=8 e quindi & nullo aoche il
vettore di Poynting P: cid sigrifica che queste onde non trasportanc energia

elettromagnetica wa & diversc da zerc sclawente il flusss di energia di
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sloshing

W 8 - Y a3 t
g - 81 5k °n, 1JE1EJ Ba 3k’ Eh,zzlgz!
Nello stesso tempo per la {2.12)

2=

E‘fe ‘E = -n —P J’IE |2 ip F’ 0 oF, N gﬁ-&{f -M.p.-ne /4)

- ] ¥ R Te X l o
pe—m P 3p, ap,

Ma per N =@, J {a) con azaﬂlﬁi ¢ non nullo scltanto per n=0 dove si ha

Iy{0}=! quindi

E"€ -E:-ﬂ[ ] IEIJ‘dp" a?’, 5 (1-Hypy)
2y

# s 3
- — BF _
=" { Ep} IEz'xj' d‘!p p. a_;—."s{f—u'pl)

|
e pertanto il coefficiente di assarbiwento spaziale risulta
dr
L) - h,zz K Dot BE.
“!leﬁ)* 2= Ty { ] Jh S{f Hlpl) {2.55)

b) Consideriamo i casi ¢ !1s'y=x;. Sostituendo nel sistema (£.13'}) si

xx
vttiene
e
{ H’+exI)Ex ExyEy xyEx+ElyEy
“Niig —— =
slyEx+{ Nyt sx')Ey_ ExyEx+xExyEy = @
EzzEz =z @
E =@
z
E =%iE
¥ x
e cige
= (E!,tiEx,e} {2.56}

11 campa elettrico dell’onda & pertanto ortogonale al campc wmaygnetico

d'equilibrio e alla direzione di propagazione k. la situazione corrisponde a
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onde circolarmente polarizzate rispettivamente destrogire (RH) o levogire {LH),
cioé con verso di rotazione concorde o discorde con gquello di percorrenza delle
orbite di Larmor da parte degli elettroni {Jackson, 1962}1.
Dalla (#.!a') segue che
- - “.0
B = (+1E!i! + E!ky);
da oui, ricordando che llng l', si ottiene che
B = (FiNE , NE . 9 | {2.57)
balla {2.57} e dalla {2.56) deriva ohe
e X, © o
P = gz Be(BXE )= »— N, [E |= {2.58)
Hell'usuale ipotesi in cui Q=@ si ha
[ o~
§=Pay— N |E_|*z {2.59)

Nel contempo dalla (2.12) seque che

g&-g ‘E = { ] 2 [ ] dai UI[ E -iE }J +1—Jn+1 i 8{v-M,p ' -ne /u)

Nax—on

= —n[ } E Iaf pi I[Ex_igyngn+iJn+l Yl 6{+-N l ~ne_/e)

1In molti testi si parla di onda destrogira riferendosi a quella tale che

g;(Ex,viEy,a)s la spiegazione di questa differenza & data nella nota { della

fippendice R.
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i) Per polarizzazione destrogira {(RH)} 4 Ey-iE‘ v pertanto

L

2 -
n Jn+1| {E {* 6{v-R p ne su)

Al limite per a-®

d =
n

Jn+1= 6(n+1}

6{ntl)

LY

alo

& pertanto rimane solo i} contributo della arsonica con n=!, cioé

e g~ -n| P [EE pIU|E_{? B{¥-N D, -ne /u) 2,60)
- =a - o Y P1Y 1% L Bit™ (2.
Quindi il coefficiente di assorbimento spaziale vale
d(m}(nl=ﬂ) = ‘- _P} J‘—-E ol B gz!— + N ﬂf
apl apl

B{v-N.p,-u /) (2.61)

Questo corrisponde fisicamente al fatto che 1'onda cede energia al plasma

accelerandone gti elettroni e pertanta si smorza.

ii) Per polarizzazione levogira {LH) 3 Ey=—iE‘ e pertanto

o
LARY E I
ot E = -put! P a’p Sy

I ey |E i B{¥-Nyp,-ne_ /s)

)

wa 4l liwite per a 4+ @ si ha Jn+1=6(ﬂ+1) e percié l'unico contributo é relativo
alltarmonica n=-1
In questoc casoc perd Iz condizione di risonanza ciclotronica relativistica

{2.19} si pué scrivere

ma poiché la velocita delle particelle deve essere minore di guelia della luce
& pecessariamente ;l(lx da cid seque che

R ) ¥+@ /a ¥ |
1 o
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Relio stesso tempo dalla relazione di dispersione {2.53} applicata al caso

del limite freddo si ha per la {2.68)

o a?
=g ~ie = l-oyBr ¢ P B oy - Pt
| xx Xy “ ~uc " ~uc uia+uc)

Cid significa che non & wal verificata la condizione di risonanga

ciclotronica e pertanto

E g, B0 (2.62)
4
¥ (x -0} - 0 (2.63)

Quindi per onde polarirzate gircolarsente e in verso discorde con gquello
delle orbite di Larwor degli elettroni 1] coefficiente di assorbimento spaziale

& nullo.

2.3 - Limite di plasma freddo

Consideriamo un plasma Maxwelliano, cioé tale che

snax) | -pt/(2wT} | -plI[ZnT) ~plI{ZnT}
¢ = e = — (2.64)
372 373 ©
{2uwT) (2o0wT)
Hel limite freddo, picé al limite per T+ @ si ha
5{p,)

Lin ¢§2) 5 (p l)up {2.65)

In gquesto limite il tensore dielettrico espresso dalla {B.18) si pud

scrivers,

[ ] ] [ ] m o
“1

. P 2z (n)
Eii—51i+ E — dp Iﬁpl Py S + = 12 inhpthplp’F(pi,p') {2.66)

n=-m -0 -l ¢
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poiché per p+ @ % ¥+ 1 e pertanto ;Y—;N‘El—n + 8-n

In particolare dalla {B.19) seque che

o m «
ot
4
1 -} .- = n
E3a=l‘|‘2n’ :p 2 :‘_-' J-dpn‘l‘dplpl U(; Jn(a))’ (2-67)
Ul o S .
dowe a:allp1 e
ve e, M0E o af) | oF,
Tap, T Ul Mo i s
1 % 1 1
Pertanto
o o o
=3
“ —-—
-1 = 24 P A g a5t e 2 3
Egl = 2m — dp, |dp,p| po (a Jn(a})
Nzx=-t0 -0 ' pi
[--] =
. t f,— 9Fy ,— n
- 2 F 2 —ldp, —% { I (a))*
r end Lap L3R
n=-m . 1
integrande per parti
o - 3
al &(p,)
£, -1 = -22 F E Llag - - (a)]
xx m - i w5, ap la™n
n=-m M 1 9%y
;; 1 5!3! . 2
—-: :— a aa(an{a)} da
% “ d-n

-

3
,,..i‘.v§ e
® 4 g-n

dove si & utilizzato il Fatto che &{cx)=6{x}/|c].

% 5 (e ()|
a

Ricordande che J (®)=6{n} e utilizrando lo sviluppc ian serie delle J . st

ottiene
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Con un caloolp analogo si ricava anche ohe

u; “ u;
£ _=1-- §_ =1 - & =@
zZ s xy @ “,_“; Xz

Applicando le relazioni di simmetria {B.2)} si puds quindi scrivere

u; @, s;
gy iz eter 8

c o

(freddo) %o “ .
¥ = | -iF geir tpmir O (2.68)
c c

“
2 2 1";‘:

Come si pud vedere dalla {2.68) i1 limite di plassa freddc non @
applicabile per frequenze vicine alla prima armonica, cioé per a’=u;

La relazione di dispersione (A.14) diventa

Hi-RYeg NN +f R X
x XX Xy Xy Xz
1
=4 I - - T_yt = .
pre. [E_k_ k £]+§{!_,u}l K‘Ry sxy Hy H L Hy“z o {2.69)
N N B N Hi-NY+e
Xz ¥y z z XX

Datla {2.6B) segue immediatamente ohe &, ij‘“ e pertanto, per la {f.24'},
?

anche il coefficiente di assorbimento spaziale

glfreddo} o

Hel limite freddo quindi non si ha assorbimento.

Hel paso di propagazione perpendicolare la relazione di dispersione assume

la forma {2.29}. Per l'onda ordiraria si ha

al

(o} }*., - T
{Hl 'Ezz'sh,zz'l pre {2.79})
e quindi, poiché (Kio))’ : @, deve essere

o (wu ’ {2.71)

p
Cid significa che vi & uona banda proibita {Fig. 2.6) per le onde che si

propagane in un mezzo con fregquenza di plasma

., = o]
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Per l'onda straordinaria dalle (2.33“) e {2. 69) segue che

ey Mlegetely = (17 o 6] 10 5o |2 poribeye

EH

1
'ﬁ[T""!’ '1]*1“7:21' *I—r—r)-r_p [1“ -'t::] = &
L “C L] “p L

e pertanto

(x) u; u’-B; %
Hl = [1“' ;3 W] (2-?2’
B o]
Tale funzione diverge per
 JUPE JP T
T {2.73')
che & la frequenza di risonanza detta er hybrid, e si annulla per
2a’+a1+J/{2u’+u’}’-4u‘ %
¢ = { P_C 3 P2 p} = a‘F) {2.73%)
20’+u’*¢’{2u’+u’}’—iu‘ %
u:{ . "] = o}%) {2.73111)

Lo studioc analitico della funzione, con la condizione che N}”)za, permette
di determinarne }'andamentp {Bekefi, 1966) (Fig. 2.7).

I1 rawmn wy ¢ @ ( Sun ¢ detto sliow extraordinary mode wmentre guello

“au ¢ 8 { o p detto fast extrapdinary mode £ &, & Wpg SORO dette frequenze di

cat-pff.

Per propagazione parzllela nel caso szz=0 deve necessariamente essere

s-np, il che riflette il fatte che guesto caso ocorrisponde a oscillasgioni del
plases e non a propagazione di onde elettrosagnetiche,
Pid interessanti somo i 2 casi

M= tiE
n XX Xy



Fig. 2.7
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Bi ha infatti

u; “, u; ﬂ; 1
T S T -
“l =1 u’~u; o sTi-ut & Gte (2.74)
Secarfamc i due casi:
ol 1
a) Ml = +ir = 1P
xx ay b e

Questo paso @ detto dell'onda RH poiche corrisponde a onde oircolarmente

polarizzate right handed.

N, diverge {(Fig. 2.8) per w=8 e per v=0 che spno frequenze di risonanza

{Chen, 1374}, mentre si annulla per

@ ~ s u-ut -9
c B

cioé per la frequenza di ocut-off

“‘Bﬁ}z [

o _+/ u;+4u;
2

(2.73)
Poiche H| deve essere pasitive o nullc, non si pud avere RH-wave per

uc < w { “R e "I ha un minimd per & = uclz.

1 - ]
bj HI = E 1‘:y = 1 yrireem

Questo caso & detto deli'onda LE (da left handed} e corrisponde a onde
tevogire {Fig. 2.8).

Per questa situazione non si hanno fregquenze di risonanza wentre si ha un
cut-of f per
LA) -6+ u;+40’
JfLi), — B B {2.76)

Inoltre si possono avere L-wave solo per & By .
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Fig. 2.8

Fig. 2.8

LH wave

N\ \
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9y

»

indice 4i rifrazione in funzione deila frequenza per propagaziore

saralieia rel limife freddo
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2.6 - Bpprossimazione elettrostatica

L'approssimazione elettrostatica consiste nel porre
B{k,s) = 9 (2.77)

In questo caso la (A.la') diventa

kxE(k,e) = @
e pertanto
E{k,u) = E & {2.78)
Rello stesso tewpo ia {A.4') assume la forma
ul 4ai
erB=-gre gk
e quindi si ha
1 3 1 1 »
o 4zi “ “
oT i*Tg}'g“E’i'*E:EfEi'k =9
Cid significa che
likek -0 {2.79)

che @& l'equavione di dispersione per onde elettrostatiche, dove EEI € la

costante dielsttrica elettrostatica ed & uno scalare.
Poiché k=k'¢ik"; con k"({k' neli'ipotesi di dehole smorzamento
{cfr. App. A), si ha
ik o)=e ®Hxrein,0)ei Tm T R14ik",6) = 0 (2.80)
dove

ke -k

1]

Im EEl(E,H)
Sviluppando in serie di Taylor nell'intorno di k' all'ordine pid basso

significativo in k™ si ha
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el
8 Re £ "{k',w)
3% +0

dove O indica termini di ordine superiore. Nello stessoc tewpo

Re % (k' ¢ik",0)<Re *}{k',0) ¢ ik"

Inm e (X +ik",e) = Inm e {Kk’,0) + O
e pertanto la (2.88) diventa

Re EEI(E',H} =@

el
« @ Be ¥ el
k" X + Ime {k',6) =@
Nell'ipotesi di debole smorzawento
2 Be ¢! 3 Re ¢!
oK F1N
e pertanto si ha
Re 21 (x',0) = @
1
. dRe £° 2.8

1w £1{E's0) = K R ( )

Calcoliamo il coefficiente di assorbimento spaziale definito dalla {&.24).
R quests scopo osserviamc che per la (2,77) il wettore di poynting & nulle,
cipe
P=0
e pertants nel calcole del flusse taotale della densita di energia
elettromagnetica non @ possibile trascurare il flusso di energia di sloshing.

Si ha

) S e, - <% [g)? 08y 15 Xi¥;
2 =8 = 5w EiFy < oam 1B gp

.. E|*fa 5 k.X.|-¢ a(hikj)
Br k¥ |dK' ("B, ij i ) "h,i§ T aK
k, '
__# |E]*[a 1 el}_ i i
=5 1 [ o e e [ensaft & o 1 ]



- 58 -

8n Bk tn
=8 e ge o3 81
=z E| ak' &£ (2.81)

Nello stesse tempo se prendiamo ty=o, cosa Che possiamo fare sengza ledere in
alcun modo la generalitd, la (2.12) diventa {Eyza}

»® -~ -~

E g E= (kg -HIEI’

o] 3 Pl e

ne
F'3 1 _ = . o
E +—-—--nlplE Jnﬁ(v ﬂ‘p' - )

X ne
B
per la presenza della delta di Dirac si ha E:—-—- F o= 1+ aN.E. e inaltre
c ne
c
kE = XE dacui NE = NE mentre [E I’:]El’{ﬂl/}l)’ e pertanto
ne
» % aF ai‘ c
E £ 'E=-nj- } H:fEV } J‘dap f[ : < = 4, ]J B{¥-Nyp )

Pl 59

n=-u

Da cio seque che il coefficiente di assorbimento spaziale (8.24') assume

i1z forwa
ael_g__ Im £%} H
1 = ne
o joRe 572 c 1 af, Felez sron = o
=u|—g—| |5 I K 2 J“ = ;‘-‘-‘ “u;’"’" In 8{y-Nppy——5-1 (2.82)
D=z—m Py i Py
Kel caso di propagazione perpendicalare si ha HB=0 e pertanto
o
Iia @ ne - ne
el .. laRe 017 f %p10y 3= et aF, s e
(Hy=0)=-20 | =s— [ s W) JTR s =y Sl
n=-o P; 9Py
el,_ o nw = ng
. loRe ¢ O Tplt i~ [_c}r 1 aF, g e
==2 Ty [ 3 ] X! } Jd L s _’? -aT-E— Jn 6{y o (2.83)

n=-w i
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2.7 - Limite di plasma tenue

La frequenza di plasma {B.15) & direttamente proporzionale alla densiti n,
delle particelle e pertanto la ocondizione di plasma tenue pud essere
formalmente espressa da

[ gglt{( H {2.84)
"}

Cid implica che all'ordine pid basso 5; (uplu)’ 1'indice di rifrazione si

riduce a
N =1 {2.85)
che corrisponde al limite del vuoto.

Inoltre per i} calcclo del tensore dielettrico & sufficiente walutare 1a
polarizzazione dell'onda alltardine pid basso sigriticative in (uplu}‘, cioé
nel limite del vuoto.

Procedendo in questo wodo (Bornatici et al., 1983) daillequazione dtonda
{R.13'} e per frequenze prossime a guella ciclotronica o ad una sua armonica,

cicé per n - uc!u si ottiene che

E g . 172
x sin’8 . i{sin"g 2
g i[ 5 & [ 5T * cos 8] l {2.86)
Y
E
X .- !
il T {2.86)
z
dove W, = cos § e K| = sin & con 8=(k,By). I! segno superiore in {2.86} si

riferisce al wodo ordinario mentre guello inferiore al wodo stracrdinario.
Cor riferimento alla {2.11}, posto

R

- & - .8
[E!—u‘:fﬁ; NPyE [, ¢ iz 3 B {2.87)
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ricordando ohe
n
Joeglz) = z 9.{2) - Jr{z)
$i ha
B=lE «+ “wpels -i *wieal
X e 1Pz 1%n né, P2 ¥ n

b |

@ "c cos @ :
_— — e Y - ) '
* ne { 4 sin & “ipl]Ean iulplEan

cve la seconda uguaglianza & attenuta usando la {2.85')

Utilirrando la condirione di risonanza ciclotronica

né _ _
el 7 - Nlp' = ¥ - Pyces &

si ha
cos & - pllv _ *
. - i ¥
R = [ I l l T ]Ean xplsin ) Ean I
& -p /7 iE_ p,sin 8
= |2 :11 igf___nmff__ J + i_Z fﬁ:____ I :[E |*
ne sin & n Ez ] n -

Inoitre {Bornatici et al., 1983) nel limite di plasma tenue e per n - sclu
il vettore di Poynt:ag &

2

sin‘8+4n’cus’8]1/2 [Eyl’
an

'y

Px

(2.88)

[sin‘a + 4n1cas’e]1’2;sin’e

mentre il flusso di energia di sioshing @ nulle all'ordine plid basse in
1
(uc/u) .

in base a questi risultati si ha che

cosa-ﬁalf ', .
EHCARR

[ [ ] sin # cos @ ] {
4 T—T ne 51n 8 . ccs’BJilZ (iE }*E Asxn&

{2.89)

. Ising}? " cnsa-pnlf plsxnﬂ
+ [E |
¥ ¥

¥
sind ¥ Jan

a I
le ] +2xE?E
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Combinando fra loro le (2.86) e {2.86') si ottiene che

. sinlg sin'g 11172
1Ey - - cos 8 W+ gt oS 8] {2.99)
E P s . ‘
 ing [s;n ] t[smxa . 095’8]1/2] sin & cos #
n 4n
e inoltre [E_|* = iE_(-iE") quindi si ha
Y ¥ ¥
—_ 2
[ c R xu[ “ ]’1,sina cosg | (00589 /7)7 . siner’i n] c 1
mr—— = ] ree——— - | | .
fr TP] ne 2 | sin® cosd “n  cosB{ ¥ ls:z 8, c0;,8]112
1 ; p 1 P
J].sing 1 o= 3y 5in?# i 1 R
[ o7 Im {coss pllf)Jn + EE-EE;E[ J'] 2-~{cos8 p'If)J J']} {2.91)

Questa espressione & costituita da due parti: la prima indipendente dalla
polarizzazione dell'onda o la seconda che cambia seqna per onda ardinaria e
straordinaria rispettivameate. Se sommiamo i contributi dell'onda ordinaria e
di gquella straordinaria ottenende 1'effettc globale dei due wmodi di
propagazione, il termine dipendente dalla polarizzarzione si annulia e si ha

c B

tot - sin®g -~
[ ] {(oosa—p!lvj’J; + ——7,—(le;)’} (2.92})

w{7br] <[akr] I

Si pud a questoc puntoc scrivere {wtilizzando la {2.11)) il coefticiente di

assorbimento spaziale totale {8.24'} nel limite di plasma tenue nella forma

gltot} _ ,,..E i 2 [I a3F [ e ai‘ o= &t ] {(case—i?'/v)‘a; « 8io7 9( p }

n:-w pi 8p
_ ne
6(Y-H'p'-———}
m .

Tl ne cos8-p /¥4 _
B— } U a¥ 1[5-_-9. a—‘-'mosaﬂi'] {[ -_—--'-..] 3t . g J')’}
ce - & ap ap sing n ¥ I'n

n=— Py 1 X

6(1-Escose—f;E)] {2.93})
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Cap. 3

dssorbimento per uma funzione di distribaxione

di tipo “Beam”

Fino ad ora abbiamp considerato il coefficiente di assorbiwentao spaziale
per i diversi wodi di propagazione delle onde elettromagnetiche in mn plasma
con wna fungione di distribugione arbitraria.

Vi sono pero funzioni di distribuzione specifiche particolarwente
interessanti perché si realizsano in numercose situazioni sperimentali ed &
pertanto opportuno vederne in dettaglio il relativo comportamentoc per gquanto
riguarda il coefficiente di assorbimento.

In generale l'analisi teorica ha riguardato principalmente fumsicni di
distribuzione di tipo Maxwelliano (ﬁnrnatioi et al., 1983). Tuttavia nei plaswi
intensamente riscaldati per mezzo dell! “Electren Cyclotron Jeating” wengono
prodotti di frequente elettroni sovraterwioci ocaratterizrati da funmsioni di
fistribozione altamente anisotrope.

A.na.uloqa-ente nei dispositivi per la generazione di onde elettromagnetiche
ad alta frequenza tipo Gyrotron e Free Electron Laser vengono nusati intensi

fasci di elettroni relativisticei.
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La struttura di tali fasoi pud essere in wolti ocasi adequatamente

rappresentata mediante la cosiddetta “beam like distribution™

-, (147

F. = Gl a 6([—)"‘6") (3-1)

dove c, é un coefficiente di normaliszzazione mentre yl=tc’/'rl

Tale funzione di distribuzione rappresenta un fascio mono-energetico nella
direzione del campo magnetico, con wosento delle particelle F'., mentre in
direzione perpendicolare 1'espomenziale distribuzione di tipec Maxwelliano la
cui larghezza & data dalla tewperatura perpendicolare, TL'

Il coefficiente di normalizzazione in {3.!) & determinato dalla condizione

che
jr-', &% - 1
e poicheé
o3
P S Ut L i
I}.d P o= chlj e é{pu~p’.)pidpldpu = 2HCLJ pe dpl
[ ]
TRy OHy L
=g, e Byt g
1 yi
si1 ha

z
H“o®

- Zn'ipl-bli (3.2)

Q
i

3.1 - Enerqgia cinetica wedia del fascio

E' interessante calcolare l'energia cinetica media corrispondente alla
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Fig 3.1
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Energia cinetica media in funzione della temperatura perpendicelare deqli

eletfroni per una.distribuzione di fipo "hean®,
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fungione di distribuzione (3.1}, cioé

W _ [ -
T = 2nJ§ldpldp'(f L1)E,

- Jr*f:;ﬁ:; ‘Fl{lfsi)x -
=2ncljfldpldp.[ 1+pi+p' - 1le 5(Pn‘Plt)
- %
SN B s -, {1+p])
=2nlcljbldpi[ i+pi+§}. - lle 1 i {3.3}
$
Hel caso limite di EI.=6, cice 1a distribuzione & wuna “Maxwelliana

bi-dimensionale” nella direrione perpsndicclare, e 1*=1+§i da cui Eldilzrdf -

pertanto
o
(M) MY e {2 11 TA
'i:—-r &= IHCLJ. 'fdf(f l)e = ;—Gl F: +/'E e
i i L
i
2+
1 {3.4)

TR
5i ha pertanto solo una dipendenza dalla tewperatura perpendicolare degli

elettroni, che diventa una proporzionalita diretta per  tesperature

sufficientemente aite {(cfr. Fig. 3.1).
Pigd complesso & il caso di 3&.#@, per il guale si trova uma espressione

analitica sewplice solamente nel liwmite debholmente relativistico, per cui

N fes | 1oy
¥ =1 ¢ 5p] ¢ 5P, e 4 {3.5)
In tale situazione infatti
o ey FteTd %
4 RN e F Ty P £, {143}/2)
xT L[PLOPy{FP1 TPy
.
"',ﬂ' —y —-%
. 2+
-0, il dpr, L 2L L THiPye 1 Pee {3.6)
a7 T a2

I'aitimo passaggico 2 ginstificato dal fatto che pi)}l.
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Come oi %i poteva aspettare llenergia cinetica media & determinata dalla

g
Pys
energia terwmica % e da quella cinetica ~%~.
i
Ouviamente per §H3=° xi pttiene il limite debolmente relativistico della

{3.4) {cfr. Fig 3.1}.

1.2 ~ Forwa generale del coefficiente di assorhimento spaxiale

Per calcolare il coefficiente di assorbimente spaziale per una beas like
distribution del tipo {3.1} per prapagazicne arbitraria, facciamc uso della
(2.12}.

11 problema si riduce alla risoluzione di due integrali:

dp.dp, ne_ .= p 2
b _ LR c 3f, s il T3 ; 4 il ,
Iy = 2“I ¥ It |[En 1Ey+nu” 1pIEz]Jn(a}+l ne_ n+1(a}Eyl
4 &
6{¥-Hyp ~ ne /o) {3.7)
7 dp. dp - ¢« X7 2
b [ttt T 10 . - . 17
Iu z 2nj —— N“ ;:u [Ex 1Ey+ﬁz—ﬂlplEz}Jn(a)+1 -—E;——Jn+l(a)Eyl
Py c c
8{Y-N.p,~ ne /) {3.8)

dove & importante ricordare che a = @ Rlﬁl e pertanto & funziooe di 51.

Tali integrali contengono rispettivamente la derivata della funzione di
distribuzjone rispetto a 51 e a HH: in particnlare in quest'ultimo caso bisogna
porre attengione al fattoc che gueste isplica una derivata della funzione delta

di Dirac.
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Per poter fare uso della condizione di riscnanza ciclotronica contenuta in

S(f—ﬂlpl - nuc/u) {3.9)
osserviamo che vale la seguente proprietid generale:
5[9(:}] - 2 — e 5(x-x") (3.19)
L (xt) |

dove P{x) @ una funzione wonodroma e x° I'i-esina radice di P{x)=9,
Utilizziamo la {3.5} per esequire 1'integrazione rispetto a Ei e pertanto

51 ha

*(E,) = S 1eEpE -

le cui radici si determinanc imponendo

/ 1+E;+;i = (K‘5a+nuc/u)

il che implica la condizione:

a§9+nuc/u} {3.11}

Rypg¢ne /o > 1 {3.12)

Da cido segue che si hanno le doe radici

4
o- = ¢ b O iy 4
B, = ¢ J%R tne /e)i-1-pg

Py
delle guali perd sclamente la positiva & accettabile poiché deve essere Ei : @

e pertants si ha la sgla radice

p— — -—
p o=t Jiﬂgp!+nac/u)’—i-p; {3.13)
Poiché 1! radicando deve essere positiveo o nullo si impone anche la
condizione
= -5 . L
(Hapu+nusfu) l-py z @ {3.i4)

Tale condizione, fissati n e & per un dato N deterwmina l'intervalla dei

!l

valori possibili di 5,: si ha infatti



- 68 -

ne
-2 —J{(nu la}I-{1-R2 N, —m +J/(nu re)i-{1-x1}
C R B i o c L] {3.15)
L - K ‘ t - R

- - - 1 — — - - !
Indichiawo per brevita con pi(nin) @ pl(nax) rispettivamente llestrema
inferiore e quello superiore dell'intervalls {3.15}.

Hello stesso tempo per la condizione di risonanza ciclotronica si  ha

p B
o i 1
P‘(pl’ = =
-y, — R,p,tne /&
t+ptep? % o
I §
e pertanto
i ke
5['("1}] - I P 8(p;py) (3.15}

i
L. LS Sp—
dove si & pasto ¥ = 1+pl+pl
Consideriamo il primo dei due integrali. Si ha, utilizzando la fumziome &

in Fy per l'integrazione rispetto a 5‘

na. 4D 4 ""(“Ei’x ., - “ Np, 1
I =20 —— —— — 3B E -iE ¢«+—H P °E g (a)+i — ] {a)E .
i " f 3p L x y e, 1%zl n ne ntl ¥
i

-5(f—ﬁupn,— ne /e}
dove ovviamente 5,; deve soddisfars ia {3.13)

Utilizzande ora la (3.i9), per la {J.13) e sviluppando i caleoli, si ha

y i’dpi Py '“1‘“"1}‘5 8, - @ Njp 1
Il==2g— TN e {E “iE ¢—™H p,E ]J fa)+1mm-n-mJ {alE
1 " iJ/l*FI x Uy me 1 n+l ¥
1
-5{1—Hup§~ nﬂcfu)
—t.. %
ESALN TN —

e plcl e o _ . @ Hlp3 it
SRh St E_~if #wwml D oof J {2 }ti———J_ _ (& )E {3.16)

o x Ty ae, 1%z ' n nw_ n+1 yl

b -t
J1R1p3.+nac!a)’-p ‘
+ . . L
dowe 3 = mﬂlﬁjﬁwc. Osserviame che la radice al dencminatore non puo dare luoge

a singolarita per la condiziome {3.i4}.
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Analogamente per il secondo integrale si ha:

p,dp dp -, {1457 )X
b_ [ PIeP{%Py 3 1VRy
I'..zu}i'd —— = [cle ﬁ{pl pl.)”{ 1E mxlp Jn(a)
n )ili;
H_Tuc_n*-l(a}s 5(f . ~ne /@)

utiliczzando la condizicne di risonanza ciclotronica per l'integrazione su El ]

ricordands la {3.15) si ha

)
i —+
. Iai) "”1(1""1:)55 o
Il=2::x£ dpl c,e E;alﬁ{pn-pa.)”{ 1Ey+5“—llp! Z]J (a }
pl(lin)
a K
i + :
*Hi— n+1(a )EY

lategrando per parti e facendo uso della 5(5"—5'.) sl attiene

—
3 '”1(1*91:)5 . o, - £
I =-2z N, l{a [e HE,-xEy+Walanz J {a’)
p c
Nyp, ?
+1-—-—-—-——Jn+1(a JE | Hw _ (3.17)
5 Py=Pge

dave si e supposto Bre # p”‘“) e da p”‘m) in mnodo che sia nullo il primc
termine dell'integrazicne ( in caso centraric & sufficisnte aggiungere i}
termine relativo all'estrewo dell'intervallo di inteqrazione coincidente con
5“I,'
Non ¢ conveniente sviluppare la derivata inquanto la sua struttura ¢
— -
piuttostc complessa (ricordiams che p, dipende ora da p, secondo {3.13}} e

pertanto la {2.12) assume la forma

Uplzl T

-}

n "ll
H1

*

B r E = -n 17 + 1
=3

R {3.18)

nﬂc}g

=) Ll R
&

che & un risultate generale,
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Consideriamo ora i limiti di propagazione perpendicolare e parallela.

3.3 - Propagazicne perpendicolare {N -6}
|

He! casc di propagaxione perpendicolare al campo wmagnetico l'indice di
rifrazione nella direzione ad essoc parallela deve essere nulio e pertanto i due

integrali {3.18} e {3.17) si riducono alla forms

—t
ne_ g o B_Fl(1+pll)x RN
b e F174 . 4 - LI 11 * t
Ty (Ny=d)=-20—= — [[Ex xEy+53;ﬂLpB’Ez Tala )+ “‘EE;*Jn+1(a )E?
v/ {nacfu)x~p;.
{3.19)
%1 -0)=0 {3.20)
VR )
poiché T, risulta proporzicnale a X,.

1

Incitre dalla {3.13) seque che

e —
P = ./{nucfu)’—i-p;, {3.21)
Fer propagazione perpendicolare i doe automndi, l'onda ordinaria e l'onda

straordinaria, sono disaccoppiati.

i i = = H !'—'
a) Onda ardinaria % E Ey 3 By=e

ZZ

Questa e un'onda trasversa polarizzata linearmente e da {3.18}-{3.20) si

ha

‘”_L( 14_5;! )K

¥y N @.C,E
5 "171 o 5 tet —~—
] e — chiEl Jn(a“lpijuc)
n J/{nuofu)’-pég
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Hello stesso tempo per la (2.37)
slehulelfELD
= L Tanm
e quindi il coefficiente di assorbimento spaziale per onda ordinaria vale, per

la ennesiwma armonica con ndi

—t
-, (1ept ¥
* -E ¢ ne_ 4 toe L L
a = 2a'a [ plt e 1Ty
o]

{o} u'
“h (K =“)=—F [oy; K, T} «
' ! s t ﬁl 7 (nucfu)’mﬁi.

o, esplicitando il coefficiente di normalizzazione {3.2],

ot 4 [ —*
pﬂ' Jn(“"lpl/“c)

- 1.k
Byltep T eny
°p

-

3
e, u e

o ORT
(nuc/u) “Ppe

“ic)(":=°)= g

%1 Pl Jl{eNFise ) (3.22)
con {ne_ /é)*-plezt

Questa espressione & sewpre positiva o tutt’al pik nulla e pertantoc non si
manifestano instabilita (per instabilita si intende uma sitwazione in cui il
coefficiente di assorbimento risulta negativo).

Il risultate {3.22) poteva essere facilmente ottenuto anche a partire
dalla (2.38') e anzi per gli altri casi otterremo i’espressiome del
coefficiente di assorbimento propric a partire dalia relativa espressione gia
ricavata per una fungiopne di distribuzione arbitraria.

He! caso limite in cui 5,,:0, che ocorrisponde ad wuna distribugione
"Maxweiiiana bi-~dimensiomale® in direzione perpemdiceolare al campo sagnetico,
poiché o2 6(p,) e aia’(x‘=e)=6;, si ha
ai°’=e (3.23)

inquantn & proporzionale a 5;..
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Quest'ultimp risultato, cowe pure gli altri relativi al caso 53' =@,
costituisce una buona verifica di gquanto ottenuto nel presente capitolo poiche
in completo accordo con quanto gia ricavato da Bornatici {Borratiei and

Ruffina, 1983).

. . . * [
b} onda straordinaria # Ez @ ; Nl = Eyy+sxyjsxx

Kel casoc deli'onda straordinaria per propagazione perpendicolare usiamo

direttamente ia {2.46) e pertanto si ha

_pl(1+51)5

d{“,(g =g}=_2g’g:£:f:9.:1 di)" df). g—— c,e 5(3 "ﬁ )
n ] cia s | 3710 L B Fgt

1 a;l

“xy a 2
l;:;Jn(a)+iﬁJ;{a) 6{r-nu_/a}

[
_p.‘l

-

:1]722

= ﬂ
"“c]"i - Cypy #y {14p])
[

s

1
G{r-ne_/a)
ICRET S ©

(a)+1~J'(a)

&

Utilizziamo ora la condizione di risonanza ciclotronica

—ty. ¥
C, K —#, (1¢p, 7} E * 1
S e N s b o = XOE TR

dove ¥'é il valore assuntc da ¥ per Ei:ﬁi e ﬁu=§a.. Si noti che a£°}(x!=o)ze,
cigé, come gia nel caso del wodo o, anche il modo x & stabile.
Per l'onda straordinaria e per frequenze vicine alle armoniche comr n»2 &

rilevante il limite di plassa freddo per il quale (cfr. [2.68))

- uca; 1
2 = : ia{e) (3.25)

€ & wr-@
XX
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In tal caso si ha

(K)_ 2 31 J.‘ul. Fl{1+pl ) + 9_+ . + |2
ar" =2 [ l [ —_ "1 —I:;——ux (u)Jn(a )+n gl (a }I
e e
o “p Ty Moy +yl ‘e a viat ]’
*‘a{ .7“] T} A TN m A{ePpla b+ Jpla)] (3.26)

In particolare nel limite in cui ﬁl¢=0 si trova

S yaq D8 14 #  -~u (ne /e ~1) * %
“ix)=”§ [ ;E uc ; E“éf e 1t e a(u)Jn(a*}+% J;(a*)l {3.27)
17
n« ¥
dove a+=2 | {[ ~—3]-1].
@ 1 &

c

Ricordizmo che i risultati (3.26) e {3.27) sono validi per n:2,

Il risultate {3.27) coincide con quello ottenute da Bornatici and Ruffina

(1385},

3.4 - Propagazione narallela: !15!

Hel casqo di onde che si propaghina parallelawente al campo maqnetico si
possono verificare tre diverse situazioni

2) onde longitudinali {L} = Ezz=0

In guesto caso vale ia {2.39) alla quale contribuisce la sola armonica di

ordine & 2 pertanto

1€ -1 - (1"'621&
L h,z2 a 1 1 - -
“%ni:c)‘"‘“!°1 - [ ] P«dpzdpspa e 5{93"?a°’]5{"“npx}

¥

utilizziamo nel selito wade la condiziecne di risonapnza ciclotronica per
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1'integrazione su P;s non senza primia aver osservato che deve essere Haglzl

affinché si possa avere risonanza

ae e TR
O O Lo VPP A (e 161 P L A S
a(Nl=B)= fa'e) o pm dpyp,Y e — S[p' pl.)
1
¢ guindi inteqriamc per parti per atilizzare la seconda delta che abbiamo a
disposizione
(L) s 1%n,a2] [ ¥p12f a [ AYNGCLIR —
o ISR l [K] {"““- {" ("npn)]}- -
ae e ul eyl a4 J(RI-1)p? “
t - - -
<4g | D1 %2 B T LI PP S (3.28)
65' @ l*ﬂl L} ‘/_—....—
(";‘I)P;l
aue naﬁi.zi
Inoltre per Ea,=e si ha
Ly |
a(xlxe)-e {3.29)

cioe il coefficiente di assorbimento spaziale @ nullo.

biPolarizzazione destrogira (RH)s Ey’igx

In questo caso vale la {2.51), alla quale contribuisce soclamente la prima

armonica, e pertanto

— o
# 110 pydp, dp 8 _= =
{(3H) __ae L | p 1P1Pet 1 % aF, . aF, o
a(nlze)- i R 7 e +"ua' &6{r RyPy uc/u) {3.39)
1 L Py
Calcoliamo separatamente i due integrali
' pldp,dp -4 (1.{5!)3
5(RA) Yo [ P1°P1%Py 3 1 ! [ e = L
Il “a J Y ;-p_: [cle 5(95 Pgn’ &(r H!!p!! eicfu)
t
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)X
s(f—nuﬁ

=-C -8 /9)
c

. g gy - p— 4
“cJ‘ pidey Py . #y (14p)
b

g,

1"ia ¥ -
(1+P§}X

se pl(lin) £ Pye & pi{aax)' Jtilizziamo ora la condizione di risonanza

ciclotronica, della quale commgue abbhiawme tenuote conto per enunciare la

precedente condizione

(b(RH) “. (x'5|c+ﬂc/“)"1‘;=c e'ﬂl((“u;uu+“c/“)!“5§|)x
171

= G

{3.31)

J/{N'Ei.+uc/u)’-3;°

Per il secondo integrale invece

3 - 1+§I)x
b{RE)[ PL — # it} 5 - - =
Iy J 7 dpydp N c e ;g 5(pﬂ pn.) 5(r Hﬁpi 9 “)
1

integriawmo per parti

b(RE)__, _ [ {e-nl{(N=§l.+uc/g):_§;.)ﬁt

Ty ncl{‘:

= e}

s P'=Paa
- - =2 %

=—N,c. e Hilifgpyesag/e) p“')z N, (R 7. ¢t6 76)-0 o

=TRaCy gifgpyers /a)-pe

[~

r— c a
#y Ha (HEP!G*; )‘Pgu

.[(H!§n+uc/s)’—1~§;]] (3.32)

2 Py t_=
l{nngi+“c/“) _pn‘
pertinto combinando gueste due espressioni ed esplicitando g si ottiene

“. (X

) “1

’E!‘+QC/H)I“1“§§‘

: J MM “*‘1““153‘”«:"“)1'55‘}Si
a e
fotl

Fy

J/{R,§§.+ucfu}‘-§}.
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Infine nel limite in cui Eu.=e si ha
2

_e}=% o %'[fp] 5 e-gl(“°/“_l)[yi[;$“‘]+“§ ;E [1_;ﬁ gi{gg-xll] {3.34)

t¢) Polarizeazione levogira {LH} 3 Ey:*iEx
In questo caso, cowe gia visto, il coefficiente di assorbimento spaziale é

seanre nullo e pertanto

(LH)

a("i=°) =9 (3.35)
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Cap. 4

fissorbimento ed instabilita per oma

funzione di distribugione di tipo “ring*

Un'alitro tipo di funzione di distribuzione anisotropa di interesse pratico

® la cosiddetta “ring like distribution®

- g 4 ’i sig. -n
fo=c e Hliy) —E-j;li (5.1}
2']310

dove Cy & un coefficiente di nporwalizzazione, p‘-—'m’/T ¢ la presenza del

]
denominatore 2:61. ¢ dovata al fatto che 5{51“5i'} ¢ una delta bidimensionale.
Tale funzione di distribuzione ha uwna struttura analoga alla “beaw™,
tuttavia la posponente Maxwelliana @ queila parallela al campo magnetico mentre
risalta costante ¢ uguaie a Fl' la componente della guantita di msoto sul piano

ad esso perpendicclare .

Anche in guesto sass il coefficiente di normalizzazione si calcola

imponendo
jf.p; -1
e pertanto
w
n - r "ﬂ'{ﬁ'p;)?‘

6(p, P e}dp dp, = c,

=1, %
. 11.
j‘e #!{ P!) d_p_ﬁ
9
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mediante il cambiamento di variabile di integrazione (14-'1;;)’5 » x

si attiene It.d‘ 2c J.—-xdx
_1)

Ricordiamo ora che (Rbralnvits and Stegun, 1972)

J&x s(x’-u’)u_l e X 32:§ pxﬁpu'+x r{e} K,+”{up) {4.2}

Ja

con !°+s(up) la funzione di Bessel wodificata di seconda specie di ordine w+¥.

Partanto nel nostro oaso, ohe corrisponde a u=l e w=¥, si ottiene

= 3 1
If.d’p = 2o, :‘E F{%)X {ay) = 2c,X {a,) {4.3)
Quindi il coefficiente di normalizzazione wvale
1
c' = T‘m {4-‘)

- Enerqia cinetica wdia deqli slettroni

Fer quanto riguarda ['energia cinetica wedia corrispondente alla funzione

di distribugions 4i tipo "ring” {4.1) si ha

oy (1T* 5(5,-5,)

f-“-—i-.a.znid;di {f-1}c.e —
- LA | | |
hpl.
= %
Vo=l s Lha 1
b - J

Hel caso particolare ia cui Ei.:@, procedendo come per la {3.32) si ha



- 79 -

14p32 )
(W /T 1 Tty 4
T F ” 1+py ‘} Py X, _[ ]1+
o
.—.le LAl I FLFW
v grel
1

per la (4.2} @ poiché {Gradshteyn, 1988)

T (x2-1)""1e " *ax = }1—-[}2-]“" r(s)X,_y
!

si ottiene infing

Ke(sy)
LU l: n: + (1/pym1) (4.6)

Rel limite debolmente relativistico per El.ﬂ invece si ha {per la {3.31})
-
~Hy R Pi/2 -
(W S P T L M 1 R/ 7 {—
=T = ~-—---2li Jl(p.‘l'pl}e e dp' = ---—-—Zl 2}1, pl‘ ' (4.7)
)

Si ha quindi una dipendenza quadratioa da ;.L' {ofr. Fig. 4.1).

4.2 - fourmm gwnerzle del coefficieste di assorbimentno spasiale

Per ocalcolare il coefficiente di assorbisento spasiale per mma "ring like
distribution™ nel caso di propagazione gqualunque, Facciams uso della {2.12).

8nche in questo ocaso il problemm si riduce alla  risolumions degli

integrali
dp,dp. iwl p
r o 177% c at, 11
I.L 2 ZI’J- — “ . Klpl = Ju(a}+—~—--mc Jnh[a)Ey
S{r-% -nu /u) {4.8)

'l
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Fig. 4.1

o - Hy

W — (H._. e j“P 1
- e TRy w[luu]
%: P 8.3
: PLO:BII
gE

iIHIHII(IIHI!IIlji

@. 0cx T/wc? 1000

Enenrgia cinetica wedia in funzione della temperatura parallela degli
eletfroni per una distribuzione di tipe *ring”™ (caso debolmente
relativistico)
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I: = 2nj m E.tﬁl ig—l“E‘-iEyl—n-—:—— ll'f:'lEz]Jn(a}i-:g—& JnH(a)Ey %
Py (3 c
-5(1-Hl§'~nuc/u) (4.9)
analoghi agli integrali {3.7} (3.8}.

Ora perd la condizione di risonansa ciclotronica deve pssere utilizeata
per calcolare 1'integrazione rispetto a ;l’ inquanto per l}'integrazione
rispetto a 51 si pud fare uso della 5[;i-§i.).

La {J.11}) deve pertanto essere risnlta rispetto a 5. anziche rispetto a
Sil si ha cioe

r(i,} =/ 1+§;+§I ~{X,p,tna_/u) {4.10)

che ha le due radici:

,  Ngne se ¢ J/(nu fe) -(1-R, T} {1+pT)

=t c c ] 1

Py - {a.11)
1-";

Foiche il radicando deve essere positivo, bisogna imporre la condizione
che
(ne_/e)® > (1-Kp}{1+p]) {4.12)
Tale condiziome, fissato ne 4 e ger un dato "H limita }'intervailo dei

valori possihili per ﬁi, si ha infatti

1 '
P ¢ ‘/T:ii {nuc/u) b

in

-J/Téig {nucla)’—i

ma nello stesso tempo deve essere Hi * @ e pertanto

1 —
d < pi < /F—N-;- {nuc/a}""l = pl{-BX) (4.13}

Per 51‘ fissate la (4.13) diventa una condizione sulla fregquenzz &: deve

infatti essere verificata la
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»*
u n “n
— = —— 1
a < =& {4.13")
J ey (1-n2y
Inoitre
- Py
P py) = —— - N, {4.14)
prg- JFRmy 4
tepytp)
e gquindi 1'analogo della {3.16} & la
5 R . R
61*{p;) §{py-pyl * ———— 6(py-p,) (4-135)
b lp —Y+H l L | ]P - R ‘ R
| ] ]
t Jf““:i:“:‘;
dove si & posto ¥~ = 1+p‘ 2,
Consideriamo orz il priwo dei due iategrali.
= = —2.%
ne dp,dp ~ua {14p3 )" B(P,~P,4) -
AL 1°"r 3 cp B 3 it 3 Skl —xE ¢"__. K7 3 {a} +
1w ¥ an i "%z n
pl pl.
i““lsl s -
*_EE;““Jnfl(a)Ey 5[1—Rnpn~nucla}

dove ouviamente El. deve rispettare la {4.13).

Per la {4.15) si pud scrivere

p
lima — —
nu _pima) ! -ug (151 55,5 0)
r o i ¥ 3 B i 171 . ]
=l dp,} dp, = ——— = lo.p —— {IE ~iE_ 4
1”7 w ] 1 ¥ ]“l-fiﬂ l a5 1 - X ¥ ne_
-t . Py ¥ By Pye
ial,p

P
M Tl g, (a8, | 55,75

da cui, facendo uso della condizione di risopanza ciclotronica

Ei(nax}

—1g.% - -
a4 —#p {145} 5(5,~F e}
r._ e = 1 ] 114 4 71 i @ -
e s mard = [‘ - ]I[Ex E e “1pn“z]Jn{a)*
I=t 4 ‘pg—f H,l apl Py o
iuﬂgpl 12
* nw n+1{a)Ey§

integriamo ora per parti in wodo da non dover calcolare la derivata della



- 83 -

5(5i”51')' A questo scopc osserviamo

che se a(ﬁl‘{;i[nax) il termine non

inteqrato dell'! espressione ohe ne risulta & nullp e pertantn si pud scrivere

Ir‘ m'c: 1 E H [5 [ &
i 2K U D 1
“ &yl 18P .lapl !pi-l,f |

iul

NI | I 5.

pink

[

LEy+E;- ll " z]Jn(a)+

dove & conveniente lasciare indicata la derivata rispetto a EL'

In maniera analoga per i'integrale
= %

r
T U

"1 ! - [c 2

i“‘ipl

neé
[+

*“—"*—_Jn+1(a)EYIIS(i-lIEi

(4.16)
&
{4.5) si ha
PO o im i s, et
pl'
-ne _/e)
[+

fipplicando la {4.15) e sviluppando la derivata rispetto a 5. si attiene

si{-a!) - 1 —_ "Fltl*silx - -
dpl L) pla (plﬂplt) &
E f”f’pl I B R o Wil B2 Tt PR = [E;ig e
1= PR (1+73) Pe 7 %%
i“‘inl ? o~ 1
E J a)+-—;-3n+1{a)Eyi 5{pypy)
e quindi in virtd deile due deita di Dirac
-1 _“'{1‘_1*?1!)”
Ryo. 4 Py P
r 1 l | 1 l L
1 =—§ [ -iE_+—2 X P.E }J {a)+-—-——~d {a }E o
] IP Ny | {1+91,)$ x Uy ne 10z ne o nvl p1=pl‘

e pertantp esplicitando il coefficiente di normalizzazione
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-1 ‘”'i1+1+p'2)x
Py®

R (‘“ )2 |p _:: N {1+p1:)3 “El ’Ey{‘ﬁ “Lpl ]J {a)+

ulpl' b 4

bt ] (2)E | {4.17)
ne n+l ¥~ -

c pl’pl.

Pertanto 1l coefficiente di assorbimento spaziale diventa:

,EgE

5o ¥ el Y (6] e

Vediawo ora come si comporta il coefficiente di assorbimento spaziale per

i gia noti wodi di propagaxzione che ci interessano.

- Propagaxione perpendicolare {ll=0)

Per propagazione perpendicolare al campo wmagnetico, cioe per l.:-O, i doe

integrali {4.16} e (4.17} diventano

-ﬂl(]."'i;!}g
r % i 1 13 ¢ 1
T i A5, R [E'"’E’ M
isl, p,
+~—~i-Jn+l{a)E ‘ ]} {4.19)
pl*pll
Iy =@ {4.20)

e ingltre {efr. [4.7}} @

p' =1 /{nﬂ /a}’—l-pl (4.21)
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con le condizioni oche

- / PR
9 < By s {nuc/u} i = pl[mx) nuc/u 1 {4.22}

e con

x 2 oy

o, = aucl{pi.fi) {4.227)
. — . L3

In particolare per pi.-e si ha un-nuc.

{onsideriamo separatamente onda ordinaria e straordinaria.

inari =E =9: N!=
a} Onda ordinaria 4 Ex-EY-O, Nj=¢

ZZ

Per queste onde trasverse, linearmente polarizzate, wvale la {2.38) e

pertanto
!.-4-5"")!’5
{o}_m w | %2 Ka AT LA 65{(p,-P,e}] ;2 -
e =g 513 p,ﬂpl 1 dp ;— 1 r1 J {uﬂlpl/ac) 5{v-ne_/a}
Py Plc
p
l(mx) —y. %
[ 3 T -4 (1"'9 l
_n sl p 3 !l —--3 ’f 5(}1 p g) J? - = -1
I EJ.dpl J.dpl Or X e {__#__. TaleN B 7u } 8(py-py)
i pl.

Utilizziamo la condiziane di risonanza ciclotronica, per la quale v’:uucfu

~]? x
~u{ltp ) - -
{o}_mw ) #2190 (57,5 e ot =
< _"f & d"il l"a‘“ pe= L LT el p, /e )
p —
1 pll

notando che 2 si riduce ad un fattore 2 integriamo per parti
¢ ‘

2] ) S e | i i)

9 " —~

pl_pl.

Consideriamo ora il fattore da derivare.

> [E—n,t{nucfo)*—aga)”

| S 358 F ¥ o
J/{nuclu) p;-i Jnlaﬂlplfuc)}

Cu

i
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p,J_{eh,p /e )
o [ 3=y 3N -— 1'n 11" e "
alzzg Hidl(nac/u} p, -1 J;(“"lpxluc) —"
(nuc/a)’—pi-l
_ _ J/{nac/n)’-ﬁi—l - -ﬂl((nucfu)’*ﬁin)x
+len(uﬁlplIuc)pl ]Jn(“nlpl/“c}e

{nanla)’*ﬁi

& pertantoc si pud scrivere

- 10}1“510)5
(o) _m wf “p}t 7% p'{(nuc 19451 {. t Pt SUERT) 5 -
ﬂn -2ilE m "'—“—C'e -— Zﬁl/(nuc/u} pl' i,Jn{uNlpl./uc)
pl. c
FI‘JR(HHLFI';“C) _ _ J,(nuc/u)z_gi'—l _
- - AT I = }Jn(“"xpl'/“c)
J/{nuclu}’-pi.—l Ny (nﬂc/ﬂ)x“Pio
In conclusione
%
#_yane g {{ne /u)?-p2,}
o) 1 nw % T8 c 1%t - =
risl I O T AT KRR
1 Pt o .
EleJn(uﬂiil‘/uc} _ _ \/(nucfu)i_.gzg*l _
= +len{“lpl./“c)pll ]Jnianlpll/“c) (4'23)
/ nsru)tpet (pu 70} 570

Nel limite in cui uﬂlﬁifuc((i possiamo sviluppare in serie le funzioni di

Bessel per le quali a2l primso ordine si ha

n
X

Inn!

Jn(x} = {4.24)

in questo modo

—1 %
@_yane, - {{ne_78)*-p?,} -
ar spo_c. ¢ SRR RN W P «lfna /upi-ply-t
™ ) - n n 1 [+ i
pi. 2 nt c

—_ n - -— n - — n
a(uﬁlpl,/uc) e (eﬂlpl./ac} Jl{nuclu}’-pi.-l {aN,p, 078 )

— +”5{“1-p'il/“c)n;l'
a(aﬂlpi,fuc} ’/{““c/“}z_ai'_l J/(nuc/s)z_aiﬂ

n
27n1t
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=1 %
e 1sne_ -p. ({nw_/8)1-pt,}

t el Tp}? e M1 c 1 i 1 fe = - n-1
ailiis{ " ] -;me g—— 2nn,[2;;ﬂulJ/(n“c,“} pl‘ 1{“Nlpll/0c)
1t :

— —— n
_ _ d/(ns 0} -ply=t yi{el D 4/6 )
_pl'(“lpi'/“c)n[ $ -ag e 1 } Lnl oL (s.25)
- / 2 n!
J{{nﬂc/u]’-pi,—i (nw_ 78} *-ple
da cui s5i vede che
o — yn=i
a‘(‘ } {5 ,0) {4.26)

In particolare per la prima armonica h:i, per la guale I'assorbimento é

dominante, si ha

: - rayiprgt e
(8}, o s “p * ﬂl((“c 1 1 "c | u =
“t TNl "® —a % al/;..c/..) Ple-!
pl. c
- 1 v/(nuc!u)‘-ﬁi,-l _
-uHipl.lsc[ My ]](uﬂlpl./uc) {4.27})

J/(uciu}’-gi.-l J in“c’“):“;ic
e gquindi per ;l,((l o al limite @ si ha
o - {8 _su)
o) sf "pi? it'o / 1_
ap T=acl e (s 70)7-1 (HHlI“O)
e pertanto, esplicitando il coefficiente di normalizzazione, e raggruppando i

fattori in wmaniera opportuna

O [ ) e

diu){ﬁl.zﬂ) = [ A ”‘ “c

n 15
2p! 4
ove ey

c
Questo risultatp coincide con quante trovato ia precedenza {Bormatici and
Ruffina, 1985), a verifica della validita della {4.23).
A basse frequenze &, il coefficiente di assorbimento (4.27'} & pertanto
catterizzato da un andamento esponenziaie,‘nentre per freguenze wicine a guella

di risonanza & dowinaznte il fattore sotto il segno di radice che tende ad
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annuilarsi.
Inoltre a non puo wai diventare negative {e quirdi non si hanno
instabilita) & presenta un massimo,
Per calcolare la posizione di tale massimo poniamo
E - (4.28)
cor @ ¢ x ¢ 1.

I} tal wmode il wassimo & localizzato nel punto dell!intervallo per il

quale

@ - /%
ésgﬂ{i__&“ 3 /i,_llﬂ

ax - Ax|2

& pertanto

la cui sala radice nell'intervallo considerato o

-t+/ i+4p;
X = mmyﬁ-'——-— {‘-29}
¥
lLa posizione del massiwmo dipende pertanto dalla temsperatura parallela dsl
plasma (Fig. 4.2): si ha un down—shift relativistico in frequenza all'auxentare
di T:‘

E' otile considerare anche il limite debolmente relativistico per il guale

v =/ 145347 = ;%51%;

In gquesto modo la {2.38) assume la forwa

H {4.30)

Y

» ~u 1-{——9‘ —_ -

{o}_ =z s plili— .- ,— @8 k[ 2 i}ﬁ(p ~B a2} : — )

% TRz | Pa‘“’ndplgl' Gy —L 3 Taledp /s )
pl plﬂ

=2, 1= ; :
¢ 1 - & {4 §
5(‘+Eﬂi+§ﬁ3 nat Su) {4.31)
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Fig. 4.2

HHIH[ | Illll!il
Q. . u(uc 1.0

Andamento del coefficients di assarhimento spaziale in funzione della

e

frequenza pen Plo = g (I;37,),




..ge..

Anche in gquesto caso possiamo utilizzare la condizione di riscnanza
ciclotronica per risojvere l'integrazione rispetto a px.

M purtimulere »i ha risconanso per

3

By =t fztnuc/u -1 - %p7) = B, {4.32)

cui corrisponde la condizicne su Ei, the deve essere positivo

$ ¥/ 2{nw_le-1) = B,

@ <P

| (4.33)

{max}
con ne f4 : §.
c

In particolare per @ = né cibe per frequenze pari a quella ciclotronica

o alle sue armoniche, ﬁi{..x}zﬂ e quindi 1'umico valore consentito per 51 e lo

&.

Per la proprietid della funzione deita (3.1@), si pud scrivere
-y o= e t S
5(I+ﬁpi+xp;~nuc/u} = 25(9; - p") = 2 T%T_ &(pu—pi) (4.34)
1=% | |

e pertanto il coefficiente di assorbimentn {4.31) assume la forwa

1-s

- 1+_p —_ —_
(o} o e %1 fro,~ ~ 8 “l{ 2 l]&{p -p,all 52 = .
% "Rz |w Pydpydp; ~— o2 7F L ARy dpleNgpy /e )

1 dp —
l i plﬂ
1 - =1
==8{py ~ gl
fry

1-1.
@ 11 g |14apa T L = =
_m# p =1 !I L ! — 3 is8{p.-p, 4} x
=¥ %1 [ = l § J[plle dp, = l_ 1 ) (w
1 Py Py

Lplfuc) {a.31%)
Osserviamo che i due terwini corrispondenti F; 2 5; risultano uwguali e
pertanto possiamoc sostituire la sommatoria con un fattore 2.
Integriamo per parti nel solito modo e utilizziaso la seconda deita di oni

disponiawmo
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b

E T e

y: §

5

]J/Q(nucln-l-xiit)J;(“nisifuc)]}

d(°)=2
n a""
pl Plzpll

-
e - -

;l'

2
ey 21¢y -pi[nuc/u—xpl,
R -3 °

[y
[_p
1 ")

K u '
~— 1 R T . -
Jntﬂﬂlpl./ac)lz—;c—/nﬂclﬂ i 5?1'3;’(6‘“1})1',“0)

516

P,s
- L - = e =
Jn(aﬂipl./uc)+p'pl.J/nuc!u 1 Zpl.Jn(uﬁlpl./uc)]

/ IO o
2 nacfu 1 Hpi'

Pertanto

4
B
“

2
2 ~4 Inu /a-¥p .] q e
] [+ 1 1 i kY -
) — Jn[-;——J na /e-! le. F et
pii c
Mo 1 / '
- -l=kn2 - - =Ko "
“ nuc/a i le. Jnfi [ Hy nuc/u t Kpl. anﬂpl,l {4.35)
-y -¥n?
2/ nucfu 1 ﬁpl‘

dove si & posto per brevita andn{uﬂipi./ac)

ne
q.c
;e

Il risultato {4.35}) pud anche essere ricavato direttamente da {4.23) ove
(nuc/u}’-i = 2{nu_/e-1) {4.36}
Hel limite debolmente relativistico nel guale ci siamoc posti si ha
. uﬂlpi./uc(( 1
e perianto possiamo sviluppare in serie al primo ordine le funzioni di Bessel:

prendiamos cioé la (4.24).Cosi facendo si ottiene

_ -t 5 2(m-1)
(o) VI um @ “p * p'[nnc!u~5pl.] ul“ n Bys Jf"""“uw“““:;_
& Y. R i . Fa<1 ne /e=i-Ypie-
1 7t c 2 nt{n-1}1t

(B“l; ./B )! -
el Sy se-1wm?, — 1p7e
qm{n+l) ne/e-i-¥p)a —[ ! —sz/nac/u—l—ﬁpi. ]—%;] {4.27)
/ (gD
nucfu 1 ﬁpl

tale risultato seque direttamente da {4.25} con (4.36}.
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In particolare per la frequenza di risonanza Fondamentale; ciocé per n=i,

si ottiene

L)

b 4

1 N2 4 ¢

_}’—i‘ ! ~ s /u-1-%p? {4.38)
3 Jf____m_____ fav &, Pie ’
- - _3
uc/u 1 591‘

Tale risultato @ in accordo con quello ottenuto da Hsu e Lashmore (Hsu and

-t WK D, o/ ]’.
wl -g [s /a-%p .] - { 1Fe7% / s
Jlol. @ P, Mo 1 nlglJ “ /u-1-%p1, 8 AP

Lashwore, 198%].
Dalle (4.37} e {4.38) si puo osservare che il coefficiente di assorbimento
spaziale pud diventare negativo e pertanto si ha una instabilita.

In particolare, riferendoci a {4.28}, il segno di “EQI & ponnesso com il

seqno di
=2
1 — 4 1 pl. yn_:
Z-EZ(UIUCNLPJ..} "3- --z--"“'z—"pl.z {4¢39)
dove
2= u s - L - 45, {4.40)

11 coefficiente di assorbimento si annulia allora per
IR YL IR T VL - ST
2 {1 gla MiPpe) g #ppel R ese

e pertanta, posto

_ _i a4 = e, ! g ’ '
L= 1 8(“c“lplu) +a— #leﬂ (4'40 )
dave sssers
o
S+ %4

Da cid seque immediatamente che per la {4.48@)
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=1
:9 x ]+ fi: 1+_l.fr
@ 2 2L
e pertanto,risclvendo iterativamente rispettoc a u/uc e osservandao che
. - . n 1 - - . -
' L PN ] . -
ali'erdine pia bassp in u/uc g L=} g Hlpl.+zylpl. il coefficiente di

assorbinemto spaziale si annulla per

=3
Pis
" i 1 o
-2} - —-[1+ - ] = L {4.41)
“c 2 fL’{a-ucf “.
Casiccha
}
a§°'2 % gl 3¢ iy {4.42}
e
Pia
o ¥ i . Sy
a£ )S O se wy {8 < =4l —5—] {instabilita) {4.42")

. *
dove la condizione ¢ ¢ 8,

segup dal richiedere che 11 radicando di
v/ uc/u-l—}ﬁi. sia maggiore o uguale a @ E!' da notare che nell'intorno di
% = dT 1a (4.38) non & pid valida; in particolare , (4.38) da a}a)a-m per naaT.
Dlaltra parte;, sulla base di {4.33'}) e {4.32) si ha che ai°)=a per & = u:, cioce
per‘;; = @,

Relitintervallo di freguenze @& ( & ¢ w¢; per cui il coefficiente di

. . . {c} : ; . .
assorbimento e positivo, aj ha un messimo connesso oon il punto stazionario

della funzione (cfr. 4.38)

Si ha

d * 1 §i°¥ -y.z’ L ¥ o d w2
3% {[ZL B } =“[ i L C *’v] ~EET

e pertanto il splo punto staziomario per la (4.37} & quelle per il guale

1 = 4 2 g | 2 b g 4
, ﬂu,nio‘r/{ﬂ- tHyPie) *BUL BT
z = BT
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Sostituendo pra a z la sua espressione si ottiene

Y o 2!“’*"‘:51"/(2“:*":51'):*“”1”5;‘
s ipget = : Bu LY
]

che pud essere risolta iterativamente inguanto w = L

In conclusione il massimo del! coeffivienta di assorbimento si ha per

4 - 4 b o | z 152

¢ Lyt 2 e O ey SO Rt = M (sag)

& LAY Ba LY T e :

¢ | c

in particolare, per L = {, cioé per p‘;i.((i} {efr. 4.40'), 1a {4.44) da

“u 1[1 -
. 1___..+p:,] (4.45)
6. 2 Ky i

da cui si vede che si wverifica un (piccolo) ~down-shift™ relativistice in

frequenza rispetto al caso in cui Fl‘=°'

Il profilo delli'assorbimento @ mostrato qualitativamente in Fig. 4.3.

: t _ Y
b} onda stracrdinaria 4 ll = z’y#sxyls’x

Nel caso dell'onda straordinaria vale la {2.46) e pertanto si ha

- e 0 SEPUE LR
{x} _2n? 011 %1% [ - - @ p{tepy}™ 3(p P el e,
al” et " ~=1 g2{dp,dp, — |c.2 Tala) +
n [+ " e | R S BN A | - £ a
1 dp 2np ., xx
1L i
2
L&
izri{a)} 6{r-ne_/e) {4.18)
P o
l ) — —y - 4,
I R P - ot PSR SR T -1 L RN Te - AL
ol TR M e e ==
. : pg P_L plﬁ
“xy a R |
e dal3) igialal] 8(egry)

Otilizziamo 1a condizione di risonanza ciclotronica e csserviamo che anche
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Fig. 4.3

(o)
o Tl

frequenza nel limite debolmente relativistico

i - B T X oot G oo e =
Sy - . A PR !
i ALk FACUT N T S . T R T SR SRR . YL LIS
& Rt o 3 o o A ; - e -

e e ety AR 8 i B AL F B L ENEL Lk AR e did 4T ;i
TR g i Bk ennsd g r deins T R e R R L A L AT




in gquesto caso i due terwini della sommatoria sono uguali

: pl[nﬂx) - otk 5 = %
ag‘)"?% ,[ ;p] [ “__] o !épl ;; ope #y (4R, 3%1[ fffigffil ].
- |

Bz integriano per parti e sostituiamo a Sy la sua espressione ptteniamo

infine

' %
-p [(na ln)’—;‘] £
{a_ o T s
L By 3pl xx
. 5 1
+153;{a) [4.47)

J/(naolu)’-5§i~i Fi=P;e

S PEE

dove conviene lasciare indicata la derivata.
Rel limite di plassa fredda per il quale vaie 1a {3.25}, limitatamente

alle armoniche con n22, si pud scrivere

- ne /e)i-5 1%
A st o P g

+1~J'( )l . {4.48)
J/(nuc/u)‘—ﬁﬁi—l B "Bys

1.30 si ha

e in particolare nei iimite in cui P
- 2 2 1%
1 fa "l{(““c’“’ '”11
ﬁ; — R

ez f'_v]’[ e
n 1+ 1 ﬂ o 1 Ei. asl

+;§J;(a)|’ . } (4.49)

/ {ne_/a}? -1 I P

pl=°

af{a)d {a) +

dove possiamo sviluppare in serie le funzioni di Bessel wediante la (4.24)

attenendo



- 87 -

03 5[ 2 T (T e g
e e I
na P, 2%at /(Mc,“)g_;z ~ 'py=®
- 1% - n
£ F1 i b g e
1

/{uc/u)*ui;; -y Py=®

e pertanto
* - rayr52 1%
{x} .z @ - 6l - i T “cn 1 m *{3 Py [(n‘c Lj
% "¢ X “ e | BB ra e C A R L B el
b 1 Pye p c o 6pl
- n
Asypy/o ) 1
*
{2701} J/(naclu)’-ﬁi -y Pye@

== per n:2 come nel nostro caso questa espressione & awlla e pertanto

ai”: ¢ per a2 {4.50)

4.3 - Propagaxiome narallela: !1'=l

Nel caso delle onde che si propaganc parailelawmente al campo magnetico

abbiamo tre diversi sodi:

a) onde longitwdinali {L} 2 sz:u:.

In questo casc vale la {2.33} alla quale contribuisce la soia arwonica di

ordine 3 2 pertanto

idE
(LY _, s+ "h.zE -
&y = iw ! X Pyi

-1 ﬂp]:n_ - - 3 -n,{l+F§}X S(Ei‘aic) 66 sm
e meerm LA

2“6‘ ]
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utilizgziamo 5(51’31') {tenendc presente ohe deve essere Bisﬁi{ua:}} e
sviluppiame la derivata

a‘h,zz

L B L Ly
=21 : — pgdp (o3 E{r-N_p
ax o I (1+;-=) 1 1%
per la (4.15) si ha poi
ds “1f ¥ 12 1 # - (I#E‘)x
h,zz p ¥ —3 .= ¥ | ] -
=2 5% [ m ] 2_['—"'1_"“"11“’1”91 (145 “x® (py-py )
I iRy Pg
@ quindi
~13.%
3 - i ~a {1+
a(L)aE_‘ h,zz ‘( :pl=§ LA “t apltepy’) (4.51)
¥ - - .
P X, ok o £ Ipi‘nlfll X (1*P;2)3

Rel caso particolare in cui El.za il coefficiente di assorbimento vale
=1
-1 “p T l"! -~} ‘”l(l+p'x)x
— --.-—--—-—_..—....p 2 I
“ -1 IR |
L Py %7

dove F: & dato dalla {4.7) con Ei.:i. Entrambe queste espressioni sono positive
e pertanto non si ha instabilita.

a‘h.zz
ok?

(e -

{4.52)

b} Polarizzazione destrogira (RH} 3 Ey:iEl

In guesto caso vale la {2.61), alla quale contribuisoe solamsente la prim
arwonica, 2 pertanto

pidp,dp - -
' I Ei; " | ~u ]

]6(1~K‘§.—u 76} {4.33)
ap, @ ©
Py 1 5

Consideriamoc separatamente i doe integrali nei guali pod essere soddivisa
ia {4.53}.

Per il primo si ha

= Pifmr) "
dp, 1 - 1+ —- -
*- a5 By 2By "o ¥ 3 Ic o Hp{ltpy) B(pl"pi.) 5(F _51)
L ] 7 @ l--1_“ 11{ a5 L3 LIRS
I = o Py ™%y Py

E.L'
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Bi{laz)

=3 .= - ~1e:% -

) s, Pjdp, e Ag{ep* 1, 5(,7,1)
B - !]—31"‘ fii | ;-g S ——
I o P L P

infine integrando per parti nel snlito modo
=13, % =2
o -agli+py”) P
R e L | (8.54)
Dove conviens lasciare indicata la derivata.

Per il secondo integrale invece si ha

r
Il= E
1

pl(mx
]l -1
. EJ‘ Pl 'dpl Aeiy c "ﬁ{l*P,:)H&(;l_;l')
o [p'-l! Y l o -1’ 5}.'
2 pi!“a Flp; Plti{';:!’s

—1 —C
"K k] l 1+i—;lz

Pertanto si ha

@ l{max} ,

=3 oy 4 x
pl dp ~a {itpy )t - = o
Idi‘l I L i ¥ 2 oo ¥ TR B(p-pe] ] 5(F,-.)
BE | Ps

1

{4.55)

(4.56)

¢) Polarizgazione ievogira (LH} 2 E,=—iE‘

in questo caso infine il coefficiente di assorhimento & nuilo, cioé

P {4.57)
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CORCILUSTONI

in questa Tesi si @ ricavata per via diretta una nuova forma del tensore
dislettrico relativistico, non contenente esplicitamente serie di funwxioni di
Bessel ¢ simmetrica,

Il nwovo approccio ha perwesso una verifica della generale wvaliditi di
questi risaltati » ha wostrato come la parte antihermitiana di guesta forma del
tensore dislettrico sia ogmale a guella commewmente usata ® pertanto ncn porti
significativi vantaggi nel calecolo del coefficiente di assorbimento, che ha a
che fare con la parte antihermitiana del tensore dislettrico.

8i @ studiato 1'assorbimento di onde elettromagnetiche per wmezzo
dail'equazione di bilancio dell'energia (tecrema di Poynting). Tale approccio &
partivolarmente conveniente perche perwette di rendere esplicito il ruoclo della
polarizzazione delltonda sull'assorbimento stesso.

Piu specificamente nel secondo capitolo si caleolato il poefficiente di
assorbimento per onde elettromagnetiche alla frequemza ociclotromica degli
#lettroni ed alle arwoniche in un plassa con funzione di distribuzione
arbitraria. Si sono oonsiderati, in particolare, i wodi di propagazione
perpendicoiare o parallela al campo magnetico di equilibrio ed il limite di

plasma tenue.
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Questi risultati sono stati poi specializzati a due funziomi di
distribuzione fortemente anisotrope : le cosiddette “beaw™ @ “ring-like
distribution”.

Kel caso della “ring-like distribution™ si & in partioolare studiata
I'instabilitd del modo ordinario per propagazione perpendicolare .

11 presente lavoro ha avuto come scopo quello di ottenere nuove
espressioni anmalitiche per il! coefficiente di assorbimento ciclotronice e
pertanto non si @ fatto uso di metodi nuterici;

Per una valutazione quantitativa dell'assorbimento ci si propone ora di
utilizzare le espressioni gui ottenute per una dettagliata analisi numerica.

Per un tale programma numerico, si pensa di utilizzare la nuova forma del

tensore dieletirico ottenuta nel capitolo primso.
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APPENDICE R31 Il tworema di Poynting.I coefficienti di assorbimento spaxiale @

temporale

La dinamica delie onde in un mezso & descrittz dalle equazioni di Mazwell

! aB .

VE ~ 2 5% (8.1a)
| 88  im

MRS T (a.15)

dove la densita' di corrente J £ espressa i{n termini del cdmpc elettrico E per

mexzo della legge di Obhm generalizsata (Landaw and Lifsits,1968)

t
1est) = [arer [ ae grer, b e )emc, ) (8.2)

essendn g il tensore oonduoibiliti elettrica, ohe per un mewmzEn oMOQEBED W

stazionario & tale che

"o

{psztst t?)mg{o-rt,t-t1} (4.3}
Prendendo il rotore della {A.l1a) od eliminando B per mezzo della {A.1b}

si ottiene l'egquazions d'onda per B

1 3'E 4w 3J
T{TXE) tzaggT e 5t (8.4}

Koltiplicando invece scalarwente la {A.1a) ¢ la {f.1h) rispettivamente
per B od E ¢ sottraendole sembro a wewbro si ottiene
s B 2] < e o] v @3
L'equasione {f.5) & ona forma del “teorema di Poynting" che esprime la
conservazione dell’energia. 1! wmembro di sinistra rappresenta la variazione
te-porale‘ della densita di energia del campo elettromagnetico, wentre {-J E) @

il lavoro fatto dal campo per unita di volume.

Cio significa che se si integra la {8.5) su un volume v, il termine
c e
i e - ¢ g ] as

rappresenta 11 {lusso di energia, descritto dal vettore di poynting 'i;' ExB,

ascente dalla superficie § del volume considerato.
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La (A.5} # quindi un'equazione di bilancio dell'energia slettromagnetica.

Le wespressioni di cul sopra possono essere soritte in forma pin

vonvenisnte utilizxando le trasformate di Fourier

la rappresentazione in componenti di Fourier di una fuazione dello spagio

r & del tempo t @ {Melrose,l988)

HErwt) g, g3

Emﬁ)*ﬁ%wjfﬂbﬂe

dove # & la frequensa dell’onda;k il vettore d'onda e

o
Ee) = | [ se ) e HRES ge eor
-
& detio “awpiexza di Fourier” dell! onda.
Questo significa che E{r,t} @ 1la sovrapposizione di
monocromatiohe™ del tipo
Efx,o)e’ (2270

In terwini delila trasforwata di Foorier, i ha

VXE{r,t} = Vx'ﬁ'é'}'r I Jlﬁfbﬂ)ei{-k-':-_“) de d¥x

’T%T' Tf {sgxg(g,u)l et (Rremet) 4o g3y

et [] [t ) o

# l'equazione [A.la) diventa

[

(8.6)

"compenent i

(2.61)

TIe“lﬁﬂt) [15_::_;_(;_,«;)] de d*k = - jfei(i'ﬂ‘“) [-iu g(;,u}] de d7x
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ma l'intervallo di integrazione @ tutto lo spazio di Fourier e quindi
l'uguagliansa si trasferisce agli iantegrandi ({cioé alle singole componenti
wmanooromatiche )

WE(L,e) = S B(ke) (8.12°)
che @ una forma della prisa eguazione di Mazxwell molto pid sewplice della
{f.1a) poiché non contiene derivate.

In pratica passando dalloc spaxio delle oconfigurazioni allo spasio di
Fourier @ per grandesze lineari,gli operatori v e 3/3t prendono la forma
¥ o ik {2.8a}
3/3t » -ie {a.8b)
Operando in questoc modo la seconda equazione di Maxwell {A.1b) si scrive
WXB(k,8) = il J(k,0) - 2 B{k,) (8.1b7)
wantre l'equazione d'onda (0.4) diventa
i g(s, o] ¢ % Bre) = - 2 g (8.47)
La legge di Ohm {R.2) contiene i} prodotto di doe funsioni = pertanto 2
pid complessa da trasforsare.Se perd si ipotizza che il wewmo sia omogeneo e
stazionario si ricava {Bah!fi,lQGB)l
I{k,s) = g{x,s) E{k,s) (8.9)

dove o{k,s) & definita da
o

Jd’rIdt g{rst) g t{krrret)

i

na

{k,4)
cioe g{k,u} & la trasformata di Fourier di una grandezza che ¢ zera per (8
La forsmla (8,5) esprime la conservaxicoe dell'energia  istante per

istante & non & conveniente trasporla in coordinate di Fourier,

10ccorre notare che Bekefi ed altri autori usamo la rappresentagione di

Fowrier {A.6) conm (~i} al posto di i ottenemdo quindi, in generale, il

complesso coniugato dei risultati qui dedotti.
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Poiche infatti le componenti wmonocromatiche di Fourier {8.6'} sono
funzioni armoniche ¢ sufficiente wesprimere tale principin di conservazione
mediante guantiti mediate nel tewpo.

R tale scopo osserviamo (Landan and Lifsits, 1985) che in generale date 2

t t

grandesie complasse del tipo ._Q_(t)sg.e“ e g(t)xg_.e“ s il valore wedio

rispetto al tempo del prodotto scalare delle parti reali &
BB - g (8-8"" B) = 5 (2-B")
dove con A',1" w 9_' indichiamo rispettivaments la parti reale ¢ immaginaria e
il complesso coniugato di Q.
Da ©id seque che il valor wedio del lavoro compiuto dal oawpo per umita
di volume &,per oiasouna components moncoromatioa (2.6!)

Hreret)] g fery el (Rre-et)

e |3(k,u)e
et BT et (R E ) g2y e (B m gy e (Bemut]
- I B )« 20 B0 (a.10)
Per ottenere daile equazioni di Maxwwl]l nwllo spazio di Fourier guesta
espressions# basta moltiplicare scalarmente {Q.1a') per _Bf, {8.1b') per E

sommare @ sottrarre a cié (8.1a')"B ¢ {A.1b'}.E .

Si ottiene infatti

»
* 5 % » *  dmi % »
(xg) 8% + (£%8*)-E - " AEL g gty
* )
(x*xe*)-B « (xxB).E" -~ £ 5%-B - 32 5.E" - ¢ g"

da cui,poiche

H

(xxE)-B" «(x"xB")E = (Bx@"}- (x-x")

e analogamente

(x*xg") -8 + (xxB) B = (E'xB}-{£"-K)

It
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si ottiene

Xk * e B s-a” r . dmi o% L a-a s
(d) (B« EXB ) =55 [8]* « 5= (B« £8) ¢« 52 gl

e quindi

dove k*zlm k & 4™zIm a.

La {#.11) esprime i}l “teorema di Poynting® nello spazio di Foorier
{Bekefi,1965).

Se nella (2.4) eliminiamo J{k,s) wediants 1a legge di Ohm (8.9},

'equazione d'onda pud essere scritta in oma forma che contiene solo il campo

elettrico:
[ (eken) « g(0)] Bl 000 (8.12)
deve kk & una forma diadica e g,definito da.
e(r,e) = 1+ Blop,g) (a.13)

& il tensore dielettrico che descrive le proprietd elettriche del mezzo.

La (8.12) & {in coordirate cartesiane} equivalente 2 un sistesa di 3

equarioni che accoppianc le tre cowponenti E,,E:",E'.z del campo elettrico.Se

poniamo
R=Zk=%k
{indice di rifrazione dell’onda) il sistema prende la form
{l:-!!’i-e“)E' + (‘lny+£xy)Ey ¢ (AR ¢ JE =@
<(n,u?+sy’]s‘ + (n;wa‘+syy}zy + {'y"z*‘yz33z =@ (R.13*)
(WX ve JE ¢ (uyuz+sz?}xy + (Wl-Ntee JE =@
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Tale sistema ha socluzioni non triviali solamente se & vwverifipata

1'equazione di dispersione:

Azdet A=0 {a.14)

dove, ia virtu della (R.12)
kk
Az u’[i, - ;] +s {a.147)
@ il temsore di dispersione.In coordinate cartesiane la {A.14) assume la forma

{ofr.(a.13'))

LR TR AN +s | IR IR
x xXx Xy Xy X Z XZ
AR +5 Ri-Ktey NN +s ] a.1a"
Xy yx 'y ¥¥ ¥z yr ® ( }
AN e X H ¢ N -XT+ep
X z zZx y z zZy = Tz

Roto il tensore dielettrico la solusione delll'equasione di dispersione
pud essere cttenutz nelle forme n{j)=u(j){§), per un problema di dipendenza
tewporale; o l{j’xK{j)(u,Q), per un problema di dipendenza spaziale (®
caratterizza la direziome di propagazione dell’onda). Le parti reale @
immaginaria di gqueste spluziormi descrivono rispettivamente la dispersione e lo
smorzamento {amplificazione) dell'onda,

Possiamn wtilizsare la definizione di tensore dielettrico anche per
scrioere diversamente il teorema di Poynting. Dalla legge di Obm generalizzata
(8.9} segue infatti chs

@ £E = u[£+15£ g(h,u)]-g = 48 + 4ui ¢-E =4niJ + «E {A.15)
@ gquindi la {A.11) diventa

- [oloteetae)] - 2oiplt < igt for - e (ae)
dove gt ¢ la trasposta di E.

Affinche l'onda si propaghi {ed & ovviasente guesto il caso piu
interessante} lo smorzawento deve essers debole e pertanto

k] oo el e oo o« for]
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All'ordine pin basso significative in |k*| e #" si ba

A - i O .8
‘13(!‘“) = ‘ij{£’+1!_!“'+3“ J = ‘ijfh'i“') + ik 'EE“ij * e o i

. 8 "
uij(g,u) = a’tij(;_',a') + 1[5'}_. .gz’sii + W 5'{“151,3)]

* u * . Y | * «d »
@ r“[l,u) = n'rij - 1[»'!._ 'HE"ji +u ﬁ'(“."i,i,]

Poniamc ora

L ]

5 {Eu + t:i) = parte hermitiana di €

Fhyig = 3 1§

: - EL) = parte antihermitiana di Eij

fa,1j 7 31 (85

La parte herwmitiana di £ descrive la risposta non dissipativa del wmezzo
interagente con i'onda mentre la parte hermitiana descrive [a sua risposta
dissipativa,

Si pud in questo modo scrivere

LR I -
ar”(!_,a)—a r“{g,u)azm's"“{-i’iu'!_ -i,(sh,u}uiu W'(“'Eh,lj) {a.17}

Pertanto neli’approssimazione di debole smorsawmento il teorema di

Poynting si scrive {Bekefi, 1966}):

zgj[o{gggf+§fxg)—a'g§‘(eh’ij}zisj]-zu'[{g|’+§;(a'sh’ijynfzj+zu-gf-si-g {a.18)
o anche
25k 01) = 207k 00 o BN e e (a.18¢)
ove
S{k';e') = B(k',#') + Q{k',0') {8.19)

& il flusso totale deila demsitd di emergia elettromagnetica, comprendente il
contriboto puramente elettromagnetico descritto dal vettore di Poynting

B(k',0) = 3 Be(EXE') (8.29)
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e il flusso di emergia di sloshing

"
5 {a.21)

che descrive il flusso della densiti di energia ciretica delle particelle del

Q{r',u') = -E% gglifh'ij)g

we33c che si muovono coerentewente con 1'onda.

i osservi ohe dalla (8.18') seque ophe in approssimazione di debole
smorzamento l'ordine di grandeama di E‘-;avg @ lo stesso di k™, ma guesto non
implica necessariamente che anche L sia dello stesso ordine di k".5i noti
anche che per onde elettrostatiche,cioé per B=3, il flussc di energia (0.19)
si riduce al solo terwine di sloshing.

Inoltre nella (A.187)

Wk',e') = .l%?_ ‘= ;;,(n'rh'ij)E:Ej (8.22)
@ la densitd di energia del campo elettromagneticc nel mezxzo.
Eliminando il ocampo magnetico per weszo della {A.1a'}, il vettore di

Poynting assume la forma

' e d e L " '
P =gz lore ag;(" 55 hixiyzixj] {a.201)
vosioche il flusso totale (8.19) si pwd sorivere neila forma
_“' 8 * ]
S = 57 a%+4n, 15545 {8,197}

sssendo ‘_\h l1a parte hermitiana del tensore di dispersione {f.14').
Per quanto riguarda la densita di eoergia {0.22), usando la {A.la') si ha
c? *
[BI* = Zr (kxB)- (1xE"} =

} 4
= B (a1-kk)E -

0

3 .
=E g 'E (8.23)

dove l'unitima oguaglianza segue da {2.!2) osservandn che

* 4 o ®
_E_ -grg = g‘ .ghfg + 1?. .ga'E = R -ghng

all'ordine piv basso in E‘-ga-g {approssimazione di debole smorzawento).Da cio



- 1i® -~

segue che Ja (#.22) diveata {Bekefi, 1966)

1 a x
“(!_':H') = Baow! ﬁ'(u':fh,ij,gigi (9'22’)

Sulla base della {f8.18') si possono definire il ocoefficiente di

assorbimentn (o di swplificasione) spaziale

a s n‘-é (8.24)

@ il coefficiente di assorbimento {o di crescita)l temporale 28"

Kol paso in oui la dipendenxa spasiale # dominante rispetto a gusila
temporale {i.e. @°= @) dalla {A.18') si ha

“l E‘.Sa‘g

%@ TS (8.244)

wentre nel caso di dipendenia tewporale dowinante rispetto a quella spaziale

dalla {@.18') si ha

.
E ¢ -E
za -

2" - T {8.25)

Cowbinando {0.24'} con {R.25) per eliminare il campo elettrico si ottiene

- a |8 - o048 k"5
" ""}"lﬂl__ = k' .511.’1_ = - {8.26)
Dalla definizione di velocita di gruppo segue che
_as S
Eqr o =3 {R.27)
@ partantn
 2e"
a = {&.28)
Sgr]
@ = -k"'9v {R.29)

Si noti che il segno di a dipende solo dal segno di g‘-ga'g mentre il

segne di o dipende anche dal segng della demsiti di energia M.
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APPREADICE B: Calcolo vinetico del tensore dielettrico relativistico

Combinando le equagioni (8.9) e ({Q.13) si pud sorivere il <tensore
dielettrico e{k,#} in termini della densitid di corrente espressa nello spazio

di Fourier J{k,s). Si ba infatti

|etxmr-1] Bxee) = 252 3p0) (B.1)
dalla quale @ possibile ottenere una espressione esplicita per g(g_,n)

rivavando J{k,#} in funiione del campo wlettrico.

Kello stessc tempo la densitd di corrente & definita dalla {Gkhiezer et

al.,1375)

Hrot) = Yug [0 fylenit) @ (5.2)

dove fatg,g,t) ¢ la funzione di distribuzione delle particelle di specie a
(dotate di carica elettrica q ) ed & tale che £ d'rd’p sia il nomero di
particelle presenti ne! volume infinitesimo dello spazio delle fasi

d*rd®p,centrato in (r,p} al tewpo tjp & il momento relativistice pewru, con

v=/i+({p/mc}? 11 fattore relativistico di Lorenz.
La funrione di distribuzione Ea obbedisce all'equazions di Boltrmannn che
(nel limite in cui le cellisioni siano trascurabili} si ridoce alla squazione
di Vlascu {relativistica) {Bekefi, 1966)
Fregrae B o (8.3)
dove si & tralasciato ltindice «.

Tale equazione pud essere risclta con il wmetodo perturbativa in

approssimaszione linsare.
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Procedendo in fuesta direzione © per un plasma wmagnetizzato che sia

omogen#o ® stazionario;soriviamo

B |m
1] [ 4]
imojm

s + 8B
dove con ll'indice 4 si{ demota la parte di equilidbrio o con ia tilde 1la
perturbaxione., Si & assunto E,=8.

Per un equilibrio owogenen e stazionario si ha

3¢, af,

at “ar -

e l'equazione di Vlasov (B.J) assume f{a forma

3f w-df JOfgeg) = . UXB] a{fg+f)
35+ To e Houm) AR ¢ gfp « 2B]2LM) Lo (g
fl1'ordine zero in |[f]/fy 3i ha
as
(exBoj 5ot = o (2.3}
Data la simmetria cilindrica attornc alla diresione del campc mgnetice

di equilibric By & conveniente asare coordinate cilindriche assumendo B.:Bz.

Poiche in gquesto sudo si ha

8 .8 123
dp ~

la {B.5} si riduce alla

Tt =948 = felpp,)  (B.6)

son py o® py costanti del moto.
8i primo ordine e con la {B.5) l'equazione di

Vlasov {B.4) diventa

3f ,af q af = uxB e
Frudc Uom) 3o afe®Bl B le (a)

Questa equaziome ped essere risolta com il metodo delle caratteristiche

{Stix, 1962}, Poiché infatti si ha
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dri{r - Eir[
T --{ ) wriT (B.S)

92ir) . Lo(rixm,)

dr "

con p{T=t)=p e r{r=t)=r, la {B.7) si pud scrivere

R ) T
"?f..‘_qlg* cléz

o anche

- - t - ) " rft? ]
F{ripit)=f|r(te) p(te)ste]-af ate [E(rer), o 2L IBIE() ) 00 (p )
ty pit'}

Poiche le perturbazioni che consideriamo sono di tipc ondulatorio &
conveniente fare l'snalisi di Fourier dell'equazione, cioé prendere
;{Da!t) — Fik,p,s) ot (2Emet)
Inoltre,poich® ci interessans processi indipeadenti dalle coadiziani
iniziali possiamn prendere ty=-m,
Im tali ipotesi perché 1'integrale converga & sufficiente che abhia una
piccola parte immsginariz Im{s} } ®. Tuttavia qoesto implica che

ot eIn{a)t.e-iﬂe(o)t.

;(E(tg),g_{t.},t.)z e —_— per ty — -m

Pertanto la {B.9} si pud scrivere
r(s,e,»)a“‘i'f-““”vqfdt' T | B LA LR
-
dove in seguito all'integrazione delle (B.38)

@ . L)
p(t') = E’:[picos(P ¢ gt t)) 5 pysin(® ¢ Z{E-t)} , P.] {8.11)

rft'}r s r'-r =

p-i [sin(!'-!-;-?-{t t-t=) }-—sinf} s -%;[cns(?i-;-?-(t t-t) )-cos?} .

2y
P (t"t)
con p, e p, costanti del woto, @ = -3‘-?-'— = frequenza ciclotronica della carica

g e ¥ = ¥ = costante,
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Se ssprimiamo le componenti di Foorier del campo magnetico in termini del
campo elettrico sediante la legge di Faraday
HXE = B
{8 s indioce di rifraxione dell'onda} e effettuviamo il cawbio di variabile di

integraiione

T = - (-t

si puo scrivere la (B.18) nella forma

(il for ([-tart]s, PO Sotw D qasy
${r)= v ; r+5j{5[r)-£]=‘§ 1—5 ;;l.]7+§ ;é{l'[sin(9~t)~sin?]—l?{cos(?-t)-cos?]}
e c e c

{8.13)
Inserendo la {B.12) nella trasformata di Fourier di (B.2Z) ed utilizzando

{B.1) si pud scrivere il tensore dielettrico nella forma

Y5a T wpir)], JPi{Th Foe  ia (n)
‘ijnsij-ii pren Jh’ppi dr {{1 aor |01 o } )" e {B.14)
s ©of a a 1
dove
q.!
o 32972 (B. 15}
pa -

@ il guadrato della frequensa di plasma della specie a, avendo posto
Euc=noapua’ com n, la densita delle particelle @ Foa la funziome di
distribizione all'equilibrio norwalizzata in modo che d3pFM=1.

Espresso in coordinate cilindriche @ per una singola specie di particelle

il tensore dielettrico assume la forma
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F..o=
13
“ —;im id{r)f[aF, M = 1= HepiT - -
=8, .—i-EJd’medf 8 {[-——!- +—F(p, P )]p.(f}+{1-ﬂulﬁ' {p,sp,)5 } {B.18)
i - -~ -~ f S | 51 ¥ a1l e
» P ap
i 1
dove si @ posto
—-
5 ~
¢
c
[
v = -2
P e
psE {B.17}
fq = {mc)?P,
~ af, _ - aF,
F(pl ’pll = pi—:— p';:"'
Py 1

Onz espressions Formalmente pid sewplice per il tensore dielettrico si

ottiene utilizzando 1'identitd di Jacobi {Tichonov and Samarskij, 1981}

o=
o1z sin? Eeinf‘n(z)

n=-m
(dove le Jn(z) sono le funzioni di Besse! del prims tipo di ordine n) » le
{B.11) @ {B.13).

Si puo infatti scrivere {Bornatici et al, 1983)

@3 . s 2 Py
M or-8 H.p.-n o P
na—m i | 1

doue S?;) ¢ un tensore hermitiano che nel sistema di riferimento in cui !Iyzt

g definito da
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— o{n t — .in .
pl“[; Jn] plug— Jan
(n’= = gin = 12
A I Tl ol S p,0
- s =
| plﬂg Jn pIUiJnJ::
dove
a =z e "Lpl
= N
8t 2 - -
n = —:_—.— + T— F{pl'p‘)
Bpl
R = (xl,e ,ll)

= o st
plB: Jn
E.uiJnJ&

nerr 2
{py/p,lud]

inoltre dalla {B.19) segquono le relazioni di Onsager

&8 = =f

xy ¥z
E = +F
e x
FE = —-£
¥z zy

{B.19)

(B.20)

{B.21)

Per calcolare i coefficienti di assorbimento spaziale e tewporale @

necessaric separare il tensore dielettrico nelle sue compopenti berwitiana ed

antihermitiana.

A questo scopo osserviamo che la {B.18) contiene 1'integrale

stn}
-
47— H'p‘—n

caratterizzato da una simgolarita per

@Y -9 l,p'*n = @

{8.22)

(B.23)

che & la condizione di risomanza ciclotronica (discussa in dettaglio in nel

cap.2 par.2}.
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la tepria del ozlcolo integrale per fumzioni di wvariabile complessa

{Dennery,1367), afferme che, volendo oaloolare

Jeta

con xg sul cammino di integrazione,f{x} analitica e Ixaf(x”——; costante
e [x]—) = per a@,basta scegliere il casmino di integrazione come
in figura. Cosi facendp si ha &“

Q= Iz-z ds = P-infx,) = P-—injf(z)s(z—z.}dz

It

P:-lin[ J—ld:+IJ5%d: ’::

L
¥

¥

Xyt

detto parte principale dell'integrale.

Il tensore dielaettrico ({B.18) puds aessere separato nella swa parte

heraitiana ed antihermitiana

2 2 s(n) ;'
€, 1575 L E P Jd’i -2 5"_5 zj.d’ﬁ —F(B,17,) (B.24a)
! 3 wv-a X p -n 3 p
w=—on [ 1
%3 (a)
= -y P 3g g\M)eie o e L
a,ij =" = 2 Jd P Bi-i 6{w ¥ - @ i'p! n) {B.24b)
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