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111l'R000l 100: 

Le rioerche sull ' as50rbiwmto e 5ul1' •• 155ion8 di onde if'lattro-agne-ticbe 

da parte di un plilsaa aaqnetizzitto e sui rRlativi W!'ccanis.i di propagazione 

rivestono una Dote\Joleo ilipOrtilDza per lo studio sla dei plas.i di interesse 

astroiisico sia per quelli di laboratorio. 

In particolare nell'il;lIIbito deqli esperillRnti sulla fusione terW)nuoleilre-

controllata sono qi~ st.tv realizzate D sono in viii di realizzazione nu~rose 
applioazioni priltioh. d_i risultati ottenuti dalle rioerohtt teorichl!'J nello 

stesso te~o è sorta l'~siqenza di approfondire le oonoscenze il disposizione. 

Di Dotevole interesse si sono rivelati qli subea! di interazione risonante 
fra onde elettro~qnetiche e pl~s.i, cio& dell'inter~zione che h~ luogo quando 
Iii. frequenza dell'onda è pressi ... allil frequenza caratteristioa del plil:51fta o 
del acto di qirazione delle sinqoie particell. ~ttorno alle linee di for.~ d.l 
ca~o waqnetioo esterno (risonanza ciclotronic~). 

In .alte situazioni è i~rtante valut.re l'intera.ione rr~ gli elettroni 
del plas~ e onde elettrowsqnetiohe Don frequenza vicina a quella oiolotronioa 
elettronica U D ad una sua ar.onica c 

Vediaao alcune d.lle possibili applicazioni. 
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1 - Eleotron Cyolotron Heatinq (ECH) 

Per ragqiunqere le oondi2ioni di iq01 .. 10ne in un pIa, .. per .aochine di 

tipo Toka~k (che oono qaell. oalle qaali attual.ent. oi stanno oono~ntrando l. 

rioerche, soprattutto in Europa, per ottenere l. rusioo. tRr.anuol~.r. 

controllah) sono n"c"ssarill tellperatnrl> dell'ordine dIIi te klll!. Tatta"ia il 

oellplice riocalda.ento oh.ico non pl>r.ettll di ottenere tali risaltati (rllcllnti 

.isure sulla aacchina Jaint Earopean Toras (JET) .astrano (Stott, 1986) Co", la 

.assi-a tewperatura ottenibile per questa via sia di ciroa 4 keV). 

Inoltre l'eitioi&'llza di questo .et odo di.inuisce con l'attEntare della 

Un wetodo di riso~ldawento addizionale consista nell'ilssorbi-.nto di onde 

el.ttro .. qnetiobR alla frequenza di riso~nz. oioJotronioil elettronioa (Eleotro 

Cyolotron Ueatinq - ECU). 

Questo _ooanis-.o è- noto dii. lunqo tRWIpO R si ritiene possa fornire aDO 

sche~ di riscalda ... nto .alto El •• sihill! inquanto l. ond. ciolotroniche 

el .. ttronioh. risult.11O ben aDDoppiate con il plils_ • ltilssorbi~nto 

localizzato. 

Ciò pRr~tte non solo di risoaldare oon elR~ata effioienza qrandi .ass~ di 

phs ... , aa anchl> di controllarnl> il proE ilo di tellperatura e di correnh 

riscaldandone aree selezionate. 

Nonost~nte ciò per l~ reali228zione pratic~ dell'ECU è necessario superare 

grosse diffioolt~ teonoloqichel infatti il oa~o aaqnetico esterno B, 

caratteristico di un Tolta .. k è dell'ordine di 5(1 kG a coi cDrrisponde una 

frequenza oiclotronioa di f - 2.S·a'S, c 
14a GH. e solo reoentellente si 
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stanno rendendo disponibili sDrq~nti di potenza nel ranqe di frequenza rra 58 e 

15a GHz (sorgenti a .ioroond. tipo gyrotron e free eleotron lasers) aprendo l. 

strada all 1 applicazioDR di queste tecniche. 

2 - Electron Cyclotron Current Dri~ (ECCD) 

Per il oonfina.ento di un plas.a tipo Toka .. k sono indispensabili un oa~o 

-aqnetioo toroid~lR ed uno poloidale. 

Il pri.a può essere f'iilcil_ntR ottenuto per .ezzo di bobine esterne al 

plas-a. .a il secondo deve essere prodotto da una corrente toroidale f' Iuente 

all'interno del plas .. st.sso. 

Il .odo attual .. nt. utili •• ato per ragqiunqere questo scopo i generar@ la 

oorrente induoendo Del plas.a un ca8po elettrico toroidale coçtante trattando 

il plas~ co.e il secondario di un trasf'or.atore. 

Questo .ado di procedere ha tutta"ia una grossa li.Hazio"", intatti il 

ca~o elettrioo può essere sostenuto sola~nte da un ca~o -agnetico variabile 

.anotDDa~ntef l' pertanto solo t~~ranRaWQnt~. 

Le -aoobine Eunzionaut i secondo questo principio pOSSODO perciò essere 

sola.ente .. cchine pulsate. 

Al oontrario 9i sono nU'M'rQSi!' raqioni p~'" auspioare la reill izzilzione di 

dispositivi funzioDilnti in reqi.e stazionariol ad ese~iD le co~oneDti 

strutturali di un Toka .. k pulsato sono soggett" a forti sollecitazioni dovute 

alle variazioni di tewpentura " a quell" del ca"'P0 .aqnetico; inoltre la 

neoessità di disporre di intens3 ca.pi Wlqnetioi i~one l'installazione di 
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qros~v bobine saperoonduttrioi e si ritiene ohe le perdite induttive attraverso 

di E's,e dovute iii cillipi .agnet iei viiu'·iilbil i possano ilUE'ntare i proble.i 

relativi alla loro rRfriqerazione. 

y r&illizZilZiDIlR di .. ccbine il r~qi_ stiillicioDario è però s.uhordin.ta 

.11' individua.ioDe di aD 1Ietodo per produr.,... unii corrente toroidale Dont inca 

dell'ordine dei 10 no. 

Un interessante approcoio è quello di utilizzare onde elettro.aqnetiohel è 

intatti noto sin daqli anni '5a cbe l'assorbi.ento di onde elettro.aqneticbe in 

un plaswa toroidale è in grado di generare UDa oorrente. 

In particolare può essere vantaggioso utilizzare onde oiolotroniohe 

elettroniohe (Fisoh, 1987) inquilDto si produce la oorrente riohiesta senza 

introdurre nel sisteaa della quantità di -ato. 

Consideria.a infatti onde ohe si propagano Dbliqu~~nte ri5petto al oa~o 

.. ynetico B,I l'assorbiae-nto di tali onde, che è correl.to con la velooità 

lungo i l oaWlpo deql i elettroni riSODant i, può indurre un~ ilsi~triil nel 

triisfRri.ento di wo.ento tra elRttroni e ioni ch& sì .aniEest. COn l. 

produzione di una corrente. 

Tuttavia tale .eccani5-a per la qeneraziane di correnti all'interno di un 

plas.a richiede elevate potenze inquanto la sua ettioienz. vienR .cIto ridotta 

dalle collisioni elettrone-elettrone che tr.sferiscono energia da elettroni ad 

alta enerqia verso altri a bassa, .eqlio accoppiati con qli ioni. 
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3 - Diagnostica 

L'eaissione di onde elettrolQqnetiohe ~llil ErequeoDzil oiolotronioil deqli 

elettroni (ECE) oostituisce un utile _no diagnostico, in p .. rtiooIar" p"r le 

.aoohine il qeo~triil toroidale tipo i Toka.ak. 

Giio d .. ..,lti anni (II! pri_ aistlfi! risalgono al 1958 (libarton, 1958)) Ì1 

Doto co.e in linea di principia possano essere d.teraiDilte per questa via 1. 

teaperatua locale deyli el"ttroni, la loro densitil e la dir",.ion" d"l caapo 

.aqnetioo oonErontilndo gli spettri di e.15s10D. in direzione perpendioolare al 

ca~o .aqnetioo ottenuti spvri.ent.l.enta e per via teoriCill inoltre è 

possibile e9idenziare l. pr~sen2a di elettroni non tar.ioi del plas ... 

PRr qUilnto conc&rn~ le .l,are di tewperiltura elettronica, queste possono 

essere eseguite con successo in plils.i che si co.portino co.e un corpo nero se 

la radiaaione è .isuratil d. UDii aDte~ illt • .ente direzionale posta nella zona 

di bassa intensit~ del oa.po magnetico ed orjentat~ perpendiool~r.ente ad esso 

(BorDatici et .. I., 1983). 

Tiili condizioni si risoontrano in UDii vasta qa-..a di situazioni 

spe,..i~ntali e pertanto le .isurlt di tRllperatura elettronicil ~diilnte ECE 

ve-nqono eseguite abitual.ente e costituisoono un tonda.entalv straw:tnto di 

diagDostica per i plasai tipo Tokaaak. 

Diversa è la situazionI!' per le .isure di densità looale degli elettroni. 

in questo caso intatti non è ancora stato possibile ottenere risultati 

speri.entali utili. 

Il probleaa 9 costituito dal ratto cbe, contrariameDte a quanto si 
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verifioa per le .isurt.' di tellPeratura, la rillRssione della radiazione sulle 

pareti -atalliohe della ca.era il vuoto del plas.a giooa un ruolo i~ortante. 

X .. 110 stesso t&~o per le frequenze caratteri5ticbe dell'ECE il 

co .. ffici .. nh? di ritle.sion" B d"l ... hrial" dell .. par"ti, cbe de"e " .. ere 

ovviaWRnte deter.inato per oqni singola ~cohinaJ • .alto alto. d.ll'ordine del 

90';. 

Anche per la detar.inazione locale della direzione del oa~o -aqnetioo la 

situazione è la stessil. tali .lsore si bili sano infatti sulle torti differenze 

nelle caratteristiohe di •• l,siene dell'onda straordinaria e dell'onda 

ordinaria (cfr. c..p.2), ... la riflessione sull .. pareti provoca un ... scola ... nto 

di queste inlor.azioni. 

Attual.ente questi problaai possono essere parzial.ente superati 501a.ente 

.edi.Dt~ .isur& di attenuazione usando rasoi tras.essi tra due antenne 

per.ettR di aisUl"'ilre lo spessore ottico del plasila B. tissiE!.e alle "isure di 

il.i-Gsiontil', di cillcolt1;re telliperatura R' densità. 

G anche possibile deter.intl;re li). direzione localR del Cil~D .aqnetico. 

L'osserVilzione si.:Jltanea della raditizione nelle zone di basso ed alto 

caWlpo 1&gnetico di un dispositivo toroidale e un .. t odo se-.plice e sensibile 

per ottenere inEor.azioni sulla presen~a di code superteraiDhe nella funzione 

di distribuzioone deqli elettroni. 

Infatti l'e.i55ione di radiazione ciolotronica Don ter.iea dipende dalla 

presenza di piccole popolazioni di elettroni alta.ente energetici e pertanto uò 

in linea di prinoipio essere utilizzata per ottenere inforwszioni sulla 

funzione di distribuzione degli elettroni. 
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tuttavia nella .aqgior parte dRi oasi questi soli dati sono insuffioienti 

per una deter.inaaione univoca della distribuzione. 

4 - S~iluppi teonologioi 

Co.e abbia.a già avuto .ado di osservare la realizzazione pratica dell'ECU 

e dell'ECCD sono subordinate alla rRalizzazionR di sorgRnti di potRnza pRr onde 

alRttro.agnRtiohR di frequenza oo~rRsa Era 1. e J6a GHz. 

Recente.ente sono stati CD~iuti notevoli progressi in questa direzione, 

prinoipalwentR secondo due diversi approcci. lo sviluppo di -qyrotron- .. di 

"Ere .. _l_etron lasers" (FKL). 

In lUI gyrotron (Tran. 1987). la 50rg'>Dte di ItnRrgia libera'" l'en .. rgia 

rotazionale di elettroni relativistici in un ca~D .agnetico assiale B • Tali o 

_lettroni guidati dal oallpo .agnetico assorbono e~ttDnD onde 

elettro.agnetiche a frequenze vioin. a quella di risonanza ciolotronica. 

Per otten.re la prodazione di onde elettro-agnetiohe si fa in .ado ohe gli 

.. lettroni oh .. _ .. ttono siano in n .... ro .. ggiorll di qUIlll i ChR assorbono 

sfuttando lR instabilità caratteristiche dRi fasci di .. l .. ttroni. pllr lo 

sviluppo di qURsti dispositivi ... pRrtanto indispensabile una approfondita 

Donoso~nza d.ll~ oaratteristiohe di aS50rbi.ento ~d e.issione di elettroni Don 

Eunzioni di distribuzione alta ... nte anisotropa di tipo "Easoio" o "anello". 

Recenh .. nte (Orzeehowski .. t al..1986) ;, stato dillOstratD co.., un Free 

Electron Laser pulsato sia un et! iciente _2'10 per produrrv intensi fasci di 
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.iorDond~ il frequenze d~lltordine di quelle ciolotroniobe. 

Un hl" dispositivo è pertanto IIOlto pro ... ttenb si •• per ECH ob .. per ECCD. 

In part ioo1are al Ùlwrence Liver1lDre )l~tionill Laboratory è in oorso di 

realizzazione un i-.portante taperiEnto per la realizzazione- di un. corrente 

qUilsi staziODiiria in un plilsaa· toroidale .ediante un FEL pulsato (Nlf'vins, 

1987). 

5 - Org~niaz~zion" dell~ tesi 

Il ,presente lavoro si propone di calcolare l 1 assorbi.ento di onde 

IIlettron~gneticbe ~lh frequenn di rison~nn ciclatronic~ degli elettroni o 

alle sue ar.aniche in un plas.a. 

In particolare verranno studiati plasai oon funzione di distribuzione 

fort ..... nt .. anisotropa del tipo di quelle utilizzate per lo studio dei qyrotron. 

Le appendioi JI Il B sono prop .. dRutiobe ~ll~ lettur~ dRgli ~ltri capitoli 

inquanto oontengono le definizioni di "teusore dielettrioo· Il di ·coeffioiente 

di assorbi ... nto" per onde Rlettro.agnRticbe in un pl~s.a, assie ... ai dettagli 

dRi oalooli cbe dalle equazioni di Masvell per.ettono di ricavare la for .. del 

coefficiente di assorbi ... nto utilizzata nella tesi. 

In questo laV'oro l f aS50rbi.ento, diversaJlente da quanto viene fatto in 

genere, è c~lcolato a p~rtir9 dall'equ~3ione di bilanoio enerqetico delle oe1e 

elettro .. qneticbe, cioè dal t~gre~ di Poyntinq. 

In questo MOdo ri.ane sewpre in evideD2a la dipendenza dell'assorbi.ento 

dalla polarizzazione dell'onda. 

Mel c~pitolo 1 si ricava) per una nUOQ. Qia, una diversa forfte del tensore 
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:Ii.lettrioo relativistioo ottenuta da U'eiss (\kiss, 1995) e ulterior-.ente 

sviluppata da Ta.or (Ta.or, 1986). 

Questo risultato i int~reS5iilnt& inquanto consente di verificare la 

"alidità dell.. e.pr .. uioni tro"ato. da tali autori e di ... pri .... re alclm .. 

"alutazioni sull'utilità pratica di questa nuova Eor.a del tensur .. dielettrico. 

Il oapitolo 2 inveoe contiene un ulteriore sviluppo dRlllespressioDe 

rvlativa alla poteDza dissipata, definita nella appendioe As v la disoussione 

del siqnificato d&lla coDdi.ione di risonanza ciclotronica relativistica. 

Inoltre vi~nR caloolato il covEEioiRnte di assorbimento spaziale per una 

arbitraria ranzian. di distribu2ionR per qli auto-.adi d~l plas.as più 

speoiEica.enteJ onda ordinaria e straordinaria per propagazione perpendicolare, 

onde lonqitudinoli (L), polarizute circolar.mb verso d .. stra (RH) e "erso 

sinistra (LH) per propaq •• ione parallela. 

Melle sezioni 3 e 4 il calcolu del co .. Eficiente di assDrbi.ento pRr queste 

onde R specializzato alle funzioni di distribuzione rispettivaEnte di tipo 

"b., •• " e "rinq" con particolar., riquardo .1 .odD ordinariD d .. lla -rinq- cbe 

prRsenta una instabiliti. 

Do" .. possibile i risultati ott .. nuti sono conErontati con quanto pr .. sente 

n.,lla l .. tteratara. in qener .. si tratta di particulari li.iti di risultati qui 

ottenuti in Eor.a più qeneral ... 
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Còap. 1 

For.a .1ternativa del tensore dielettrioo relati.istioo 

Il tensore di"h.ttrico per ond" .. l .. ttro .. qnetiche in on plils" vi .. n .. 

a~ual..,nte espresso (ofr. B per i dettaqli del oalcolo) -..diant" la (B.18) 

(1. l ) 
lO 

dov" (8.19) 

PiUI~ Jnl' 
- iD P u!!. J2 -p U- J J' i a n n • a n 

(n) 
- (lin J J' 5 iJ - pru· 2 p.UiJ J' (1. 2) Pi ii n n i n n n 

p If- J' 
• ii n -plliJJ' • n n (p2,p )UJ2 

• i n 

con Jn=Jn(a) le ronziooi di Bessel di ordine o e arqo..,nto a = i "iPi' ... otre U 

e F(Pl'P.) sono definite rispettiva ... nte da (B.20) e (B.17). 

Risulta tuttavia evidente anche ad ona priwa analisi co ... tale espressione 

sia poco maneqgevole per analisi di tipo nuwerico inquanto richiede il calcolo 

di so_torie di infiniti ter.ini contenenti fonzioni di Besse!. 

Per ovviare a questo problewa si ~ cercata una nUova soluzione 

dell'equazione di Vlasov che non contenesse la serie di infiniti termini: un 
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risultato in questa direzione è stato ottenuto da haao Weiss (Weiss, 1985) " 

da Stephen Ta.or (Ta.or, 198&). 

Tali risultati sono stati testati nuwerica..,nte per alcune co~cnenti del 

tensore dielettrico, tuttavia non è stata eseguita una verifica diretta ccn la 

(1.1) ohe per..,ttesse di rioavare da qURsta la nucva far .. dRl tensor~ 

dielettriool tale op~razione è pera .alto i~ortante inquanto permette aloune 

int~ressanti DsserQ •• ioni 5ull. validità R sull'utilità .rrettiv& dRI risultato 

ottenuto. 

A questo soopo utilizzia.o il tatto OhR (X,,_rqer, 1982) (Evang .. lidis, 

1984)1 per una serie infinita di funzioni di Eess~l del tipo 

al 

R(p,JI) - 2 
--al 

doo~ R~(p) ~ -l, si può sorivere la Eor.a ohiusa 

R(p,JI) = - { u/sin{pa)} Jp+p(a) J_p{a) 

Inoltre per Re(p)(-l è sufficiente ricordare che 

(L 3) 

(L 4) 

lE' necessario oss~rvare in questa s~d~ che l'articolo di E.R.Evangelid15 

contiene un errore nella torwula (17) che si dovrebbe leggere 

Tale errore si riflette anche sulle seguenti (19) e (2e). 

Si ritiene inoltre opporttmO rilevare che la (12) e la (13). seppure 

ottenute per diversa via, sono analoghe e pertanto possonu venire inglobate in 

un'unica espressione co.., qui è stato fatto per la (1.4). 
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(1.5) 

It puortilnto 12 fWlsioni di BessBl di ordine v-l possono "S5~rB .spresse in 

funzione di quelle di ordine v e v+l. 

Questo risalt~to pau eSSere esteso al C~SD più gener~le di espressioni del 

tipo 

R(p, l ,,u) " (1. 6) 

con l intero, inf~tti posto n = a+l si h~ 

R(p,l,,u) 

n=-at 

Il quindi 

p"r Re(p-l}~-l R(p,l,p) = -
Il 

sin{{p+l)tt) Jp+,u(~) J-{.u+l)(~) (1. 7) 

~ntre per Be(p-l)(-l si proced" in .ado ~nalogo ~l oaso preoedente. 

1.1 - Derivasioae diretta della auova forwa del teusore dielettrioo 

D9ter.inia.a la naDV~ for-a degli ele.enti del tensore dielettrico. 

JI questo soopo oS5"rvia.a che gli sviluppi delle cOllponenti dl'lla (1.2) 

seoondo 1;0 (1. 7) SODO l .. g~ti fr~ di loro e pertanto" conveniente scegliere un 

ordin. opportuno. 

Posto 

(1. 8) 

dove 

(I. 9) 

sostituendo la (1.7) si ha 
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CD p! J J 
T "\ u.l.~. 33 • L. n-p 

n=-CII p l 

• analoqa~ntRs ricordando che 
. 

(1.11) 

R 50ttintRndendo }Iarqo.ento d.lle funzioni di Bessel, si ha 

Per il ter.ine T12 si procede 

T12 = -iPl ~ 2 n JnJ~ = -iPlU 

in .aniera legger~nte 
J! 

diversa, infatti 

l i ~a lì n~pl 

= +ip U !..- Il ~ IJ J + J J l l 4a sin !1m) da l l+p -p -p p-l 

= i 1- U !. Il ~ [2 J J l tpl a sin(pu) da Il -p P 

= iP1U ia Si:(PU) [JpJ~1I + J_pJ~l 
sviluppando ara le quattru funziuni di Bessel .ediante lA (1.18) e la (1.5) si 

attiene 

JOa 

T12= -iP1U i Si:{P") h.-lJ l-P - Jp+1J-(P+ld 

Per l'ele.ento T22 ' 

1 -
J! + J! - 2J J 

T22 
2 n-l n+l n-l n+l 

Z i PIU n - p 

per i singoli ter.ini che costituiscono T22 si ha, applicando la (1.7), 



" l l sio(pv) p+l l-p 

- 16 -

" quiodi 

T =! P u Il [l l + l J -2J l l 22 4 l sio{pv) p-l l-p p+l -(p+1) p+l l-p 

lotioe 

l J J' + II + 2l l 
~ _ - !'. '\ _0::.+_1:-_-;:0:...-..:1,--_..;0::.+...;1:.....:0:...-..:.1 
o-p - PI 4 L. o-p 

= PI ~ SiO(PW) [I-~ PJ_P-J_P+l!Jp+l+{~ PJp-Jp+l!Jl_P+2Jp+lJl_P] 

=--!!.- Pw [J J Jl] PI 2a sio(pv) -p p+l - p l-p 

In conclusione, quindi, in coordinate cArtesiane la nuova tor.a del 

teosor@ di@l@ttrico ~ 

dOlle 

... 
lJ 

-, 
jfd•P T .. .. J q 

P l [ ] - J J -J J ~ -p p+l P l-p 

P
I

[ l i- J J -J J 4 p-l l-p p+l -(p+l) 

Pa 
-_ ,eT J 

a ,.. l' -l' 

P l [ ] -i- J J -J J 
4 p-l l-p p+l -(p+l) 

(1.11) 

P 
-:::pJ J a p-p 

~I [J J +J l 
4 p-l l-p p+l -(p+l) P1 [ ] -i J J -J 2" -p p-l 1+/1 

_ -2Jp+1J 1_P! 
i;IJ_p[Jp_I-Jl+p] 

E' e ... idente la _qqior cOllpattezza di questa (ormla rispetto alla (1.1); con 

(1.12 ) 
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la (1.12) la (1.11) si rlduoe .. d un ·,,,,,,,lio,, int"qral .. • di prodotti di du" 

funzioni di Bessel ohe non conti~nv più la 50..a 5ulle ar.aniche. 

Bisoqna però os~ervare ohe la riwolione dRlla so..a sui nuseri ar.anici i 

soltanto apparente inquanto qli ordini d"ll" funzioni di Bes,,,l dipendono dal 

.a.ento, ob~ i la 9ariabile di integrazione, attra9RrSD la (1.9). 

Inoltr~f in ulti.a aDalisi, la so..a sulle arwoniobe riappare in 

oonsequ~nza ditI ratto ohe qli integril:ndi sono a.ratteri ••• ti da tm nU"-.ero 

infinito di sinqolarità in corrispondenza ai ~lDri interi di p. 

MonostantR però il oaloo10 l'vale del tensor. di.lettrioo riohieda anohe in 

questo C.SD la risolu2ionv di un integrale e di aDa serie di infiniti tar.ini, 

l'uso di (1.11) .. (1.12)di un r .... le vantogqio oo""ut .. zional .... Il .. alt" 

t .. """ratur" (T .. .ar, 1986). 

1.2 - Il teasore di"l~ttrico D91 sistewa di riferi...ato in cui il Da!pO 

elettrico è polarissato circolar.eatn 

Un .. for-a ancor .. più oo""att .. p~r l .. (1.12) la si può otten"re n~l sist" ... 

di riteri-.ento rispetto "I quallt il 0 • ..,0 ell!'ttrioo è polarillsatD 

circolar.entR, ciDè nel siste.a di cDordin~tR per il quale 

E + iE E - iE 
• Y 

l'i 
• Y 

12 
(1.13) 

Mel nU090 siste-a di coordinate il tensore T assuwe la t'orE 



- 18 -

1 i 

" ./2 ./2 

K 
1 i 

Il (l. H) = 
./2 ./2 

Il Il l 

-l 
~ la .atrice di trasCor.azione e K la sua inversa. 

Sviluppando il prodotto Cra .. trici si ottiene dopo alcuni se"Plici 

~assaggi algebrici 

p P p. 
_lJ J _lJ J -- J J 2 1/+1 -(w1) 2 1/+1 1-1/ ./2 -1/ 1/+1 

Ull 
p P p. 

T! .= 
sin(1I" 1 _lJ J _lJ J -- J J (1.15) lJ 2 1/+1 1-1/ 2 p-1 1-1/ ./'I -p p-l 

p. p. 
-2 

-l p+l 
p. 

-- J -- J J -- J J 
./2 ./2 -p p-1 - P -p 

Pl 

,he. divers~.ente d~ (1.12). è un tensore si~trico e quindi è più Caoile da 

trathre. 

Tal" espr"s.ione non lÌ però direth ... nt .. coafronhbil" con la (53) del. 

lavoro di Ta.ar già oitato, in cui si utilizza la rappr~sentaziofte di Fouri~r 

(A.G) con i ~ -i (ofr. not~ ~ pag.3 dellt~pp"ndice A). 

Con tale trasfor-ata di Fourier , utilizzata anohR da .alti altri autori, 

invece di T espresso nella for .. (1.12) si ottiene il suo cO"Plesso coniugato 
IO r • 

Il .stodo più i.-ediato per eseguire il oonfronto oonsiste pertanto 

.. 
1el1 ' appl ioare la trasforaazione di coordinate (J .14) a T f cioè il tensore 

(1.12) ove i ~ -io così facendo si ottiene 
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110 
= sin{",,) 

p. 
-- J J ./'i -p p-l 

p. 
-- J J ./'i -p l+p 

p. 
-- J J ./'i -p p-l 

p. 
-- J J ./'i -p l<-p 

-, 
p. 
-- J J 

Pl 
P -p 

(1.16) 

Questa espressione corrisponde alla (53) del lavoro di Ta.ar ad eccezIone 

* * dei teraini siaaetrici (T )'13 e {T )'31. 

Poichè val@ la proprietà delle funzioni di Bessel per cui (Abra~vitz and 

Stequn, 1972) 

= 2sin(",,) _ J J 
aa -p p-l 

si può scrivere 

(T.)' • _ Da 
13 sin{p,,) 

p. 
- J J • ./'i -p p-l 

(1.17) 

Mel corrispondente risultato ottenuto da Tamor non coapare l'ulti.a 

teraine del aeabro di destra della (1.17) 

1.l - u !!Utu ;mtibeMlitiaDil del t.,.,......., dielettrico _11 .. n"""" t ...... 

1 
Di particolare iaportanza è la parte antiheraitiana del tensore dièettrico 

espressa dalla (B.24b) 

E •• 
aflJ 

CD 

_iip'2J () = -a d'j)S.D Ii(ii"f 
lJ 

~ n=-ar 

- ii H j) - n) • I (1.18) 

poichè è questa che contribuisce al coefficiente di assorbiaento spaziale (Cfr. 
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App. B per le oonsiderazioni su parte heraitiana ed antiberaitiana). 

Per e5pri~re la parte ahtiberaitiana del ten50r~ dielettrico secondo la 

nuoua ror.a (1.11) (1.12), o •• eruia~ priMa di tutto ohe, .entre per la (1.18) 

si ha a oh .. rare oon un polo dRl tipo l/(x-x,), ora si hanno infiniti poli del 

tipo l/sin(p2) in oorrispondenza oon i valori interi di ~. 

In questo oaso la for ... la di Ple.eIJ ohe per_tt" di separare parto. 

prinoipale R residuo d~11'inteqrale R leqqRr~DtR diversa (LevinsoD aDd 

Bedhffer, 1979) e si ha, se dividia~ il ranqe di inteqrazione in intervalli 

si..etrioi oentrati suqli interi 

n+l! 

J~d 51DfiiT x 

n-l! 

- pJ~ dx - i6(x-n)(-1)n - iliTiil· 

pertanto nel nostro caso dalla (1.11) segue che -. .. 
Ea,iJ = ~p l (_l)D Jd ip ITiJSin(p2)j 6(p-n) 

n=-«I 

(1.19) 

a questo proposito osserviallO pri.. di tutto che il ter.ine .. ncante 

nell'espressione trovata da TallOr, (cEr. (1.17)) non ha alcuna influenza sulla 

parte antiher.itiana del tensore dielettrico, inquanto non dipende da l/sin(up) 

e quindi dai poli dell'integrale da calcolare. 

Mella (1.19) rico~are quindi esplicita_nte la serie infinita presente 

nella (1.18) poichè vi sono infiniti punti in cui si annulla l'argonento della 

delta di DiracI cioè per cui 

ConsideriallO l'ele_nto Tll di (1.12) 

Per p intero uguale a n si ha 

con n intero 
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n Ma per n intero J • (-1) J e pertanto -n n 

T USin(UII)= -uD 

quindi 

E a,l1 

P 1 [n n-l I - nJ (-1) J -(-1) J 2a n n+l n-l 
= -(-1) nU p - J n [n l' 1 il n 

che è esatta~nte la stessa espressione trovata dalla CorMa standard (1.18) del 

tensore dielettrico. 

Ana lago ri sultato si trova per tutti q l i altri ele~nt i del tensore 

dielettrico. 

In conclusione qUindi l'uso tensore dielettrico nella CorMa (1.11), (1.12] 

può essere vantaggioso nelle applicazioni nuweriche in cui si richiede sia la 

parte her.itiana che antiher.itiana. 

D'altro canto la corrispondente parte antiher.itiana è la stessa calcolata 

in Appendice B a partire dalla CorMa standard del tensore dielettrico 
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Cap. 2 

Il ooeEEioieate di 8ssorbiweDtO spasiale 

In appendioe A si Il -astrato chi!' il ooefficiente di assorbiwmto (o 

a~lificazione) spaziale (A.24) 

(dove ~E~'fi~- è il vettore d'ond~ & ~~~t+i~-:~' la frequenza) si può 

espriJlere, _diante il teoreWlil di Poyntin9, co_ il rapporto Era la potenza 

dissipilta .. " ;;....E •• ·E e 
4n;;;;' =ii-

il IOOdulo dRI flusso dell'enerqia elettro.aqnetica 

~(~',"'), cioè (cfr. A.24') 

a = 

dove ., .. (k'''') =a =a - , Ì! la parte 

R"'E ·R e' - =ii-

4 .. I~{~', .. ')I 
antiher.itiana 

relativistioo calcolato Della Appendice B. 

del 

2.1 - calcolo della poteaza dissipata !- ~'E 'E ====-===-_===::....:==,,_:..::..:c::. 4. - =iI-

Dalie (B.24) segue cbe 

teDsore dielettrioo 
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6 (t-M P -!!. ) , , -.. 
Si bil pertanto 

E*'E ·E • -R[;p]!,rd•p i".s(~)i 6(t-M p _!!.) 
- =a - - li' - = - , I -

.. IO 

Dobb i a.., " quindi calcolare E ·S'E tenendo conte della - .-
risonanza cicletrenica i~esta dalla 6{t-M,p.-n/;) 

Peste pertante 

l!!. J .-iJ •• 
P1 

J I a n n - n 
Pl 

:. " l ~ i..ediato ueriticare che la coppia diadica A a va e 

deve 

a"a = S 
= 

Si può allora ferwal-..nte scrivere 

PoichÌt 

Il * * t E ·S·E = ~ .! !.~ = I!'~I - =-

a·E • .I P1u l!!. J E -iJ'E +(P,'Pl)J E I a nx n y n z 

n J'{a) 2 -J l{a)+~ (a) n n+ a n 

si può sorivere 

2 P u!!.: IlE -iE +! p. E IJ +i! E J llt 1 a x y n - z n n y n+ 
Pl 

Mello stesso te~o dalle (B.17) e (B.20) seqoe che 

(2.1) 

(2.2) 

cend1zione di 

(2.3) 

(2.4) 

(2.!!) 

(2.G) 

(2.7) 
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(2.8) 

Poiohè deve essere ~ltiplicata per la 6(t-RaPi-n/;} si può prendere 

e quindi 1& (2.8) diventa 

-! 

= ~l I (2.9) 

e si ha (Bornatici and Ruffina, 1986) .. 
-! -

~p]! '\ Jd'- Pi[.!.!:'. ilt"11 ilt,] !!:'.]!I !E -iE +~ p. E ]J +i!;r E l'. .. L. p t -.. - I - a x y n - z n n n+l y 
n=-., Pi ilPi ilPI Pi 

oppure, utilizzando le (B.17) 
., 

" E 'E ·E 
- s:il- = -III ;pni L r:crw:p 

n=-(O 

Posto 

la (2.11) diventa 
., 

!"'~a'~ = -III ;PJ2~i 2 In:CJ'[Jd:ii H(Pi· P.)6(1-"aP.-n .. c',,) j. 
n=-t» 

Consideriaao l'inteqrale 

(2.1e) 

(2.12) 

J + 
n 
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(2.13) 
e introdocia.o co.e variabili di inteqrazione t,p. e l'anqolo azi.atale di ~. 

L'inteqrazione soll'anqolo introdoce seaplice.ente un fattore 2u, .entre per la 

presenza della funzione 6 riaBne la sola inteqrazione so 1 con 

p. = i.[1 _ n:cl 
Essendo 

si ha 

pl = 11_1_i:[1_n:cjl= i:{(X:_l)yl+2
n
:Cy_!x:+!n:cj'j} 

• -I da cui, poiche Pi~e, seque cbe deve essere 

(2.14) 

Consideriamo esplicita.ente il caso ":<1. Sotto la condizione che 

l~cl'+(X~-I)lx~+I~cl'I=";{X:-l+l~cl'} ~ e (2.14') 

la (2.14) è verificata per 

1.in S 1 S 1aBX 

dove .,. e" sona rlspettiU'a.ate la .ini_ e la IIilssima radlc@ 
aln llall 

d~ll'equazione a.snciata alla (2.14), cioè 

Y • s aln 

Y • 
IEX 

l 
r=iT: • 

l 
l-III • 

(2.15) 

Osserviamo che la condizione (2.14') provoca un taqlio di frequenza per 

equi 1I§ fissato, cioè ~ deve essere necessaria.ente .inore di un valore aBssimo 

che è n~c per ".=0. 
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L'iDteqral~ (2.13) assu.e la torwa 

6(1-H.PI-n~c/~) = (~:( J d1 B(p!(1),p.("I)) 
"I . • ,D 

(2.13') 

Dalle (2.15) seque che è conueniente effettuare il ca.via.ento di 

variabile 

in questo .ado intatti 

e la (2.13') diventa 

"I =1 e "I . =-1 

1 
r=iT: • 

lISX alD 

1 

=1~~iIH~+(~c/~)t-II~Jdt B(~es,~es) 
-1 

pres(t) = ! r1(t)_n~CI 
I . H.l ~ 

~"S(t) = J "I!(t)-tl+(~"s(tW I 
In conclusione si può scrivere la potenza dissipata nella ror.a 

(2.16) 

(2.17) 
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2.2 - Risonanza oiclotronica relativistica 

La parte anti-ber.itiana d~l tensore dielettrico (2.1) è diversa da zero 

(2.19) 

~he espri-a 1~ condizione di rison.nza ciclotronica relati~istica (cEr. app B). 

K~l li.ite non relativistico, 1 = 1 9 pertanto la (2.19) diventa 

.:la cui 

p. = N. (2.20) 

,be è l'equazione di una retta parallela all'asse PI. Pertanto PI può assu~re 

.alori arbitrari e la condizione di risonanza coinvolge solo la cOllponente 

?arallela della quantità di .ato Eissandone il valore. 

Nel caso relativistico invece, la (2.19) dà 

y' = p:+pr+1 = [NIPI+n~c/~l'= K~p:+(n~c/~)·+2KIP.n~c/~ 
,be può essere scritta nella Eor.a 

Jve 

P. - n~ I r NI .. 0 l-H; 
n .. • N' c -l • 

a' a .. 
- l-N • 

>on a'~1 per la (2.14') 

(2.21 ) 

(2.21) 
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Hel .e.ipiano (PI,Pl>0) la (2.20) & l'equazione di una conioa (detta curva 

di risonanza)(TlBER II Report, 1986). 

Dallo stadio dei p~rametri Eonda.entali di questa equazione si deduce che 

per 

H' I 
( 1 si ha una s.e.iellisse 

H' I • 1 si ha una parabola 

H' 
I > l si ha una iperbole 

DistinguiallO i diversi casi liaitandoci a Donsiderilre la frequenlil di 

risonanza Eonda.entale, oioè il prendere n-l. 

1) Elli.sR' H~ { 1 

Per H;~(~c/~)!-1(3 non si ha nessuna soluzione reale, il ohe corrisponde 

al tatto che Don ci pOSSODO vssere particelle in risonanza con lfonda. 

Viceversa per H~+(~C,~)1_1>0 la (2.20) & l'equazione di una ellisse 

oentrata nel punto 

e avente se.iasse .agqiore 

Ciò siqnif ica che 

(PIIIl) = 

a = 

e 

/ H' +{ .. ''')'-1 I c 
1 N' 

I 

possono assmnere 

rispettivaaente negli intervalli 

-/ l-N: a S p 1 S / l-H~ a 

In particolare se 

(2.23) 

(2.24) 

solo valori cO")J'esi 
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" I Il C 
(2.25) 

(frequenze "dovn-shifted") sono risonanti particelle sia con p,le che con Pa>6 

(Fig. 2.1). 

D~l punto di vista d&11a qenera.ione di oorrente .ediante 1~ ond~ 

ciclotroni che elettroniche (current drive by electron cyclotron voves (Fisch, 

1987)) la presenza di elettroni aventi Pa di segno opposto d~ luogo a correnti 

elettriche di verso opposto ch .. si attenuano a vicenda riducendo la corrente 

oo~lessjva indotta nel plas.a. 

Viceversa (Fig. 2.2) per 

" > "c (2.26) 

(frequenze "up-shifted") tutt .. le particelle risonanti si .aovono 1111110 stesso 

verso lungo la direzione del ca~o -agnetico contribuendo costruttiva~nte alla 

Dalla (2.23) segue che per Il.>0 il centro dell'ellisse è nel se_iasse 

positivo di Pa .entri! per M.I0 in quello negativo (Fig. 2.3) e pllrtanto se ,,>"c 

le particelle risonanti haDDo tutti> Pa rispett i va ... nte parallelo D 

anti-parallelo al ca~o .agnetico. 

Un caso particolar.ente interessante è quello in oui IIlcl (ohe corrisponde 

a propagazione perpendicolare)J in questo caso la curva risonante è una 

ciroonferenza centrata nell'oriqinR del siste-a di rireri~nto e di raqqio 

2) Parabola: Il: = l 



e 

Fig. 2.1 

caso n:::!1 

relativi stico 
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Fiq. 2.1 

PJ.. 

Cd..."'O 

relativistico 

P 
l/I 

Condizione di risonanza {::jclolron!C.l~eìatiV!3IJC.J. ''? non relativisti· 
ca nello SpaziO 001 iTl<if'rGmi per N,~< l .j lP~l<è 



+. 
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Fig. 2.2 

Fig. 2.2 

P.l. 
CdSO non 
relativistico 

CdJC 

reI at i v i stico 

Wr:dlz:one ::Ji :'isonanza ciclotronica relativistica e non relativis-
7, : ,":,'i ,"'8".1 '.: 0, ,_ -" - ~ ,~ "''-' I """""'n t; ""'r N2 / 1 A I p ! ') a -, - - - - :;,..,0.:.; ',.J ',.'7 ,"V""" ,I y"" i fl', 4" sI _ 



• 
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La (2.23) assuwe la for.a (Fig. 2.4) 

pi • 2(~cJ~)p. + (~cJ~)t - l (2.27) 

Anohe in questo caso il verificarsi della condizione (~ J~)t<l corrisponde 
c 

ad aVere elettroni rison~nti tutti con p. concorde. Diversa.ente però dal caso 

dell'ellisse (in oui p. e p! sono liaitati) p! può assu.ere qualunque valore e 

PI deve essere .aqqiorR di 

3) lperbole: H: ) 1 

Allorchè H: ) 1, la (2.21) rappresenta una iperbole del tipo in Fig. 2.5, 

caratterizzata cioè dall'avere Pi:e per p.:tJa+P •• Anche in tale situazione p! 

può aSS011lere qualunque valore aentre p, tutti i valori tali che p.<-Ja+P. 

p.)Ja+p., inoltre non è possibile fare in aedo che gli elettroni risonanti 

abbiano tutti p, concorde: ciò liaita l'efticienza delle driven corrents 

generate quando M: ) 1. 

2.3 - Propagaziune perpendicolare 

Mel caso di propagazione perpendicolare al caapo aagnetico di equilibrio, 
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Fig. 2.3 

Fig. 2.3 

P.L 

0,:;ndiz i QM 'ji risonanza. Giclotronica relativistica. nello spaz!O dei 

• 
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Fig. 2.4 

Fig. 2.4 

Ccndizione Iji risonanza. ciclotronicà relativisticà neilo 5Paz:O dei 

· -

I 

I 

I 

I 

I 

I , 
; 
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Fiq.2.5 

Fig. 2.5 

.n. 
P.L 

( 
o 

Gondizione di risonanza ciclotronica relativ!sticà neìlo SpaziO del 
:ncment i per Nl") 1 



dove per la (B.18) 

" 

s(n)= 
lJ 

allora se f, 

u '" 
afe 

apI 
• 

+ 
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Il 
/ F(pl,p.) = 

E 
"y 

E 
"z 

-N'+. l yy • y" 

- i1f,!~ r Pl - a n 
i1PI 

i- ilf, ~ J' 
PIil- a n n 

p. 
- afe n p --• - a ClPI 

'zy -11'+. 
l zz 

'" '" -, 
:P 6iz6Jz2_JdPIJdP.P. .. 

I -'" 

-i- af, ~ J' - i1f, ~, 
Pl,,- a n n p.-=- a n 

PI ilPI 

- ilf,p' C i1f,] J' 
PI - n Pa - n n 

ilPI _. i1p l 

-i- i1flJ J' 
P -..!i1r, J' 

p. - n n 
PI i1PI 

n 
CIp, 

(2.28) 

(2.29) 

(2.3') 

(2.31) 

funzione pari in ilV9ione nel caso 

lartioolilr.ente interftssantlit di una distribu2iioDe di tipo ltuwelliano} Sxz' 

S R S 5000 Eunzioni dispari 
z:I zy 

in p., pertanto la oorrispondente 

Integrazione rispetto a p. in (2.30) è nulla. Da ciò segue che 

E =E =E =E =0 
XZ yz zx zy 

osser~ando che. =-E la (2.29) di~enta 
"y yx 

Il E 0 
"" "y 

-E -JII 2: +E Il 
"y l yy 

0 Il E -II zz l 

= Il (2.32) 
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al onda ordinaria - o 
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Hl • E 
l •• 

(E -M!IE +E! ~I 
yy I xx xy 

(2.33') 

(2.33") 

Sostituendo la (2.33') nel 5iste... (A.13'). d"t"r.iniallD il 08l1pO 

RlettrioD nel ~2Z0. Si h& 

l ExxEx + ExyEy Z I 

-E E + (E -E )E = 0 ., x yy z. Y 

e pertanto se E (E -E )+E! ~ I allora segue che E =E =1 xx yy zz x1 x Y 

Il callpo elettrico dell'onda è quindi del. tipo 

!!. = ( •••• Ez) 

ed è parallelo al callpo ... gnetico d'equilibrio [.=8._ e ortogonale alla 

dire.ione di propaga.ione ~. che per sellpllcltà abbiallD scelto lungo l'asse x. 

L'onda è pertanto un' onda tras ... ersa polari •• ata l inearllente ed è detta 

onda ordinaria (o). In questo caso l·equa.ione di ftaxvell (a.la·) sipuò 

scrivere 
..... fii. C ..... 

-k1E Y = c [ 4 [ = -kI ; E Y 

Il vettore di Poynting (A.2e) a sua ... olta si sori ... e 

~(o)= ~" Re(!!.X[*) = ~" Re[!!.X(-k1 ~Y)*l = ~"kI; Re(!!.X(E*Y)) 

A 

-1!!.I'x 

e pertanto 

(2.34) 
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A 

Il vettore di Poyntinq è oioè parall~lo al vettore d'onda k e rappresenta 

il flusso di energia trasportata dall'onda 

I~I' 
Poichè 4iI è una densità di energia, la saa velncità di propagazione, 

cioè la velocità di grappo dell'onda, è 

(D) 
~r 

Inoltre il flusso di energia di sloshing (A.21) vale 

, a'h .. 
• 

_

~_ ,lJ g* E M 

i 
,. v 811 ilk' • 

nella approssisazione, in genere valida, che 

(freddo) 
E • • :t E •• 
lJ lJ 

(2.35) 

(2.36) 

dove .1~reddo) è il tensore dielettrico nella approssisazione di plassa freddo 

analizzata al paragrafo 2.5. 

rIa allora 

!!(o)(~"".) "E(o)(~"~,)+2.{o)(~",,.) • Hl°)~11 1~I'k (2.37) 

da cai si ricava li coefficiente di assorbil.ento spaziale per l'ennesisa 

armnica 

e per lo. (2.12) 

- -, 
a =-~ !I j,j'Id1p p. afe J'6(l'-n/ii) 

n »\o} c - - - n 
Hl .. Pl ilPl 

(2.38) 

Osservia., che poichè -ne, aH inchè si possa avere lo. condizione di 

risonanza, Y-n/i=8 f deve essere necessaria.ente 6f.sn ... c. Inoltre il ter.ine con 

n=0 è nallo e pertanto si ha n~1 quindi il coefficiente di assurbimento globale 

vale 
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5 (1-n/;'-) (2.38') 

h) nnd~ straordin~ria - (x), Xl=Eyy+E!y/EXX 

P .. r d .. t",..inar" il Da""" .1"ttriDD dell'Dnda utiliuia.o la (2.33-) n .. l 

si.te.a (A.13). Si ba 

Se E -Hlt~8 segue i .... diata ... nt .. eh .. E =8 zz z 

Dalla (2.33-) rica~ia.o 

e quindi 

Pertanto 

Xt = 1 

E_.E +E! 
•• yy xy;; 

E 
U 

EU 
E = (E ,--==E ,8) 
- J[ ~ :a: 

xy 
(2.41) 

cio;' l'onda è polarizzata .. llittlcu",nt .. in OD piano 

perpendicolare a ~ •• 

Si ha cio;' ~ l ~ •• Dalla (a.la') si ricava poi che 

B = (0, 
E E 

H E 2..! -X E 2..!) 
l x E x/ l x E Iy 

(2.42) 

(2.39) 

(2.41) 

z. 

Per la (11.20') e la (2.41) il vettore di Poyntinq vale, ricordando che 
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Co..., gIà \listo 

:on buona approssi.azione e pertanto 

s("Lp(x)_~ t [E.XX]'IExl' 
-l --l -411" 

"y 

(2.43) 

(2.44) 

D'altra parte, Don HI~E ~e R E _-(E l. )E, dalla (2.12) .eque ohe 
z y xx xy y 

* p D I d P 1 D iH, . xx .a xx o [" ]' [n.. ]' J '-! n.. - ll[ E l E l' n .. E 'E .E) =-11 - - -, - - - - E +l-=E J -1- -=.J E 5(1--) 
- =a - n " ""l'" - "a- "E X n n E n+ 1 x " 

P l P l "Y "Y 

[
IO ]' [n .. ]' J ,- - I E E l' n .. =-11 _p ~!. d P ilt. J +i2!.J -i~ 2!.J lE 1'6 (.,.-~) 
.. .. 111' - il- o E o o E n+ 1" .. 

Pl Pl "Y "Y 

=-Il[~p]' [O"o]'.!., fd'p ilE'IJ +i!!. E""J' l' lE 1'6 ( ... _n"o) 
" "111 J - a- o n. n" " P1 Pl xy 

(2.45) 

Il coeHiciente di assorbillento spaziale per la ennesi ... aI'-.onloa \lale 

lllora 

Per 

[<lp],[n"O]'l Jd'P ilE I a EXX l' -Il - --- -, --- ___ o J +i- -=.J' 6(1-n" l .. } 
" .. 1I1 - a- DnE D c 

Pl Pl· xy 

= " 

l'''Y a l' - J + 1- J' 6(1-0" 1(1) 
E n n n c 

(2.46) Il .. 
= ---o xx 

E 
E • • =.\rreddo} si ha (crI' par. 2.5). poichi> "Y J 
1~ 1~ EXX n 

+ i.!. Jt diventa un 
n o 

i..aginario puro. 

[" l' [n.. ]' J'- - [ l' ! _p ~ _III, d P ar, AJ +~lPIJ' 5(1-n .. 1<11 (2.47) 
c M 63. Il - ò- n na n c 

P1 P1 c 
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che è una for.ala valida solo per n}l (perohè per la priMa ar.onica .... 5 '" non c 

~ corretto applicare il li.ite di plasaa freddo) (Bornatici snd Burfina, 1985) 

e dove 

Il .. ' 1 
A = ~ -,.-...--.-'" Q;J_ .. i_",1 

P c 

Il coeFFiciente di assorbi~nto globale è allora 

CD 

a~x)(MI=0) = 2 a~X)(M.=0) 
nm2 

1.4 - Propagazinae parallela: 1
1

=1 

Mel caso di propagazione parallela al ca~o .aqnetico d'equilibrio ~. si 

ha ! = (e,e,M.). 

La relazione di dispersione (A.14-) assu.e pertanto lo ror.a 

-H' •• Ixx 

• 
E 

dove E • . è espresso dalla (B.18). 
lJ 

y. 

zx 

• • "'y xz 

-X.t+ E • 111 yz 

• E zy zz 

(2.49) 

Per deterainare E iJ da questa bisogna calCDlare gli sl~) sviluppando la 

(B.19), tuttavia per Hl =' si ha 

a = i H1Pl = , 
e questo'apparente~ante provoca probleai di convergenza per gli sIn). 

lJ 
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Utilizaia.a allora lo sviluppo in serie delle funzioni di Ee55~1 

J (a) o 

e ricordia-a che 

Da ciò segue che 

.. 
= \ (_1)k!a/2)0+2k 

I, klf n+!r.+1) 
!r.=e 

(2.5e) 

Per o)e si ha n+2k-l~e e quindi se a~ l'unico ter.ine diverso da zero è 

quello per cui 0=1 e !r.=e per il quale si ha 

li • .!. Jl(a) 
a-i0 a 

Per n=e ovvia.ente si ba zero 

Per n(e lnrine 

!!.J a n 
n n 

=-J (-1) a -n 

e quindi l'unico terMioe diverso da zero è quello p .. r cui -0=1 " !r..e per il 

quale 

Pertanto dalla (8.19) 

Ricordia.a ora che 

Dà. ciò segue che 



Wl poiohè 

e quindi 

li. J '1 • 6(o!1)a 
a..e 0_ 
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li. ~ J J' E i 6(o!1) 
a..e a n n 

sn = -So = --4i p,U 6{n!1) 
-y y. "-

Allo stesso .ado si ricava che 

SO • _SD 
yz zy = f) 

p • 
SO • ~ Il J' 6(n) zz o 

P.1 
riilSSUJlendo 

1- ) 4i'.1 116 (011 
i--4i'.1116 (n!1) (I 

S~ . = ~.1U6(0!1) {i.1U6 (O!l) Il 
q p. 

0 f) ~6(n) 
P.1 

Sostituendo la (2.51) nella (5:18) si ottiene 

-. 
+[ :plJd~p (PI/P.1) F(p.1'Pa) .. 

(2.51) 

(2.52) 

dove le uguaglianze trovate sono dovute alla si..etria assiale del siste.a. 
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L'equazione di dispersione (2.49) diventa 

-II'H E e 
I Xli X)' 

-E _JlI+E e = X)' I xx 

e e E 
22 

le cui soluzioni sono 

I 
E .1 
zz 

E +IE • xJ 
li li X)' I 

E -iE = Il' :111 x)' I 

a) Consideria.a il oaso E =1 zz 
Sostituendo nel siste-a (11.13') si ottiene 

I 
(-I:+EXX) Ex+Ex)'E)'=e 

-E E +(-II!+E )E =e 
xy li I IIX )' 

Ez·arbitrario 

.a questD i~lic~ 

I 
E = I li 

E = e 
y 

E = arbitrario z 

oioè 

e (2.49' ) 

(2.53) 

(2.54) 

Il campo elettrioo dell'onda è quindi parallelo al ca.po .aqnetico 
~ 

d'equilibrio e alla direzione di propaqaziune t: si tratta pertanto di onde 

lonqitudlnali (L). 

Dalia (A. la' ) seque i_diata.,te cbe !!.=I e quindi è nullo anche il 

"ettore di Poyntinq t' ciò siqnltica che queste onde non trasportano energia 

elettrollilqnetica Da è diverso da zero sola .. nte il tlu~so di energia di 
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.. IDshinq 

"il " "il ~ c -Su Ef,Eb,iJEiEJ • -SU ar' Eb,zzlEzl' 

H~IID .tR5SD t~~D per l~ (2.12) 
CII 

" '''1'2 I d'- 11 n" /,[ E 'E 'E = -rz JI J'IE l' !!.:.P. ii' - ~ _" 1--_a- " Da "11-.,.-
nc-'" Pl ilPl 

Ma per Hl=II, Jn(~) con a""1I1ii1 è non nullo soltanto per n=e dOl/e si ba 

JI{II)=l quindi 

~ pertanto il coefficiente di assorbi.ento sp&ziale risulta 

ilfl -
- Il(-I-H P ) - I I 
ilP U 

(2.55) 

bJ Consideria., i casi E
u

HE"y=II:. Sostituendo nel siste_ (JI.ll') si 

ott iene 

e cioè 

E = (E ,tiE ,II) 
" x 

(2.56) 

Il ca~o elettrico dell'onda è pertanto ortogonale al ca"",o _qnetico 

d'equilibrio e allil direzione di prop4lqazÌone k. La situazione corrisponde a 
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Dnde circDlaraente pDlarizzate rispRttivaaente destrDgire (RB) D levogire (LB), 

oioè con ver50 di rotazionR concorde D discorde OOQ quello di percorr~n2a delle 

orbite di Lar.ar da parte degli RIRttroni {JaoisDn, 1962)1. 

Dalla (A. la' ) ngue ohe 
A A o 

B • (iiE i. + E iy)
- x x "" .. da oui, rioordando che i l •c Il' si ottienR cbe 

g • (iiHIE., IlE., I) 

Dalla {2.57} e dalla {2.56} dRriva DhR 

Mell'usuale ipotesi in oui ~I si ha 

c I A §..~.2ri Il E. \,z 

Mel oDnte~ dalla {2.I2} segue oh. 
Q1 

{2.57} 

{2.58} 

{2.59} 

~··~a·~ = -tt[ ;1'1'2 [~cl'ilJd:P ul!E.-iEYIJn+i~n+1EYI'6{Y-".PD-n .. c/''} 
D:a-ce .. 

;"1'2 Jd:P i>1 
n=-02 

IIn molti testi si "arIa di onda destrogira riferendosi a quella tale che 

E={E ,-iE ,II}. la spieqazione di questa differenza è data nella nota l della 
- K Y 

Appendice A. 
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i) Per polari~B.zione destroqira (RH) ~ E .iE e pertantD 
y x 

or 

" E 'E ·E = - ..,a- ~Pj'\ f~ii'uI2~ -J l'lE l' .. /,. 1 1 il n ,,+1 " 
n_-ca 

AI liaite per iI~ 

e pertanto riaane solo il contributo della ar.onica con n=l, cioè 

E*'E ·E : -Q -p --R p'UIE l' 6(1-K P -n .. I .. ) [ .. j'yd'-
- =a - .. 1 1" I I c 

Quindi il coefficiente di assorbiaento spazi aie vale 

(2.6') 

(2.61) 

Questo corrisponde fisicaaente al tatto che l'onda cede energia al plasaa 

accelerandone gli elettrooi e pertanto si s.orza. 

ii) Per polarizzazione levoqira (LU) ~ E =-iE e pertanto 
Y " 

ID 

~"'~a'~ = -R"~[ ;Pj'L Jd;ii iilUIJn+ll"Ex" 6(1-K1P.-n"c/ .. ) 
D=-. 

aa al Uaite per a .... si ha J n+l=6(n+l) e perciò l'unico contributo è relativo 

all'ar.anica n=-l 

In questo caso però la condizione di risonanza ciclotronica relativistica 

(2.19) si può scrivere 

1 + .. I .. c 

aa poichè la velooità delle particelle deve e.sere ainore di quella della luce 

è neoessariaaente Pa<lJ da ciò seque che 
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Mello stesso te~o dalla relazione di dispersione (2.53) applioata .1 oaso 

d~l liaitv freddo si ba per la (2.6B) 

.. ' 
.' = E -iE = l-~ + 

• XX xy .. -"c 
"c .. c -:::r::c"t~:-. ( 1 ; .. '_". = 1 - .. ( ... " ) 

c c 

Ciò slgnlrlca che non ~ .al verificata la condizione di risonanza 

ololotronica e pertanto 

" E 'E ·E " I 
- =&-

(2.62) 

(2.63) 

Quindi per onde polarlzzate olrcolarwente e In verso discorde oon quello 

delle orbite di Lar.ar degli elettroni Il ooerflclente di assorbiwento spazlale 

o} nullo. 

2.5 - Liaite di plas.a freddo 

Considerla.a un plas.a ftaxwelliano, olu~ tale ohe 

(ftax) 1 -2.'/(2aT) 1 -p:/(2aT) -pl/(2aT) 
ti - " - e e 

- (2uaT)3/2 - (2".T)3/2 
(2.64) 

.~l llalte freddo, oioe al li.it~ per T~ e si ba 

Iftax) 6(Pl) 
li. ti =6(p.)-2-
T-00 "p l 

(2.65) 

In questo lial te il tensore dielettrioo espresso dalla (B.18) si può 

scrivere, 

(2.66) 
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poiohè per p~ 1 * 1~ 1 e pertanto ;1-;M.p.-n ~ ;-n 

In particolare dalla (B.19) segue ohe 

CD CD ... 
-I 

Exx=1+2~ ;p \ _1 fdPgfdPlPl U(i Jn(a»1 ... l tl-n J' J' 
n=-m -CD • 

Pertanto .. .. .. 
-I 

-1 2~ Y L 1 I -I --, ar, 
(!!. J (a»' E = ::- dP. dPlP l xx 

aPl 
a D 

" "-n n=-m -GO , ... . 
• 211 ~; \ _1 IdPl 

a:, 
" L "-D apl n=-CIQ t 

(p l !!. J (a»1 a n 

inteqrando per parti .. .. 
E -1 = -211 ~~ \ 1JdP 6(Pl) !!--.!p !!. J (a)]' 

XlI - /. - 1 - - la n 
" n=-CD "-, 21lPl apl 

-I 

IO 2 1 J 61
•

1 il =--p - ~ -(nJ (a»' da - - a aa D ti ,,-n 

120
' J (a)J' (a) l' 

a n n a=1 

do~e si è utilizzato il ratto ohe 6(0.)=6(.)/101. 

(2.67) 

Rioordando che J n {e)=6{n) e utilizzando lo sviluppo in serie delle J n, si 

ottien@ 

E = xx 1 -
.. I 

P .,.J_,,1 
o 
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Con un oaloolo analoqo si ricava anohe ohe 
.. 1 .. .. 1 

E =l-.J!. E =i 
o --p- =11 E 

ZZ .. 1 "y .. .,2_,,2 "Z 
o 

Applicando l .. r~l.zloni di si_tri. (B.21) si può quindi scriuere 

.. ' .. .. ' 
1 P c P t ",1_,,1 i- ,,1_.,.1 .. 

C c 

(freddo L .. ..' .. 1 

W. . _ _i_c~ 1-~ Il (2.68) 
q ... "-il .. -.. 

C C 
.. 1 

Il Il l--~ .. 
Co ... si può vedere dalla (2.68) il li.ite di plas.a freddo non è 

applicabile per frequenze vicine alla pri.a ar.anica, cioè per U1=.,.i 
c. 

La relazione di dispersione (A.14) diventa 
H!-M!+E )( Il +E N H x xx x y "y " z 

1;:[kk-k!~I+~(~,")1 • M H -. Il!-H!+E M M . '" 
" Y "y Y xx Y z 

M M M H M!-M!+E 
X z y z z xx 

(2.69) 

Dalla (2.6B) seque i .... diata ... nte ohe E o o.t • pertanto, per la (A.24'), 
a,l~ 

anohe il coefFiciente di aS50rbi~ntD 5paziale 

(freddo) '" a • 

Mel liaite freddo quindi non si ha assorbi ... nto. 

Mel caso di propagazione perpendioolare lA relazione di dispersione assuwe 

la Eor.a (2.29). Per l'onda ordinaria si ha 
,.1 

[M(ol}I=E =E =1--~ 
! zz h, zz .. (2.71) 

e quindi, poichè (Mio »)1 ~ t, deve essere 

"p { .. (2.71) 

Ciò siqnH ica che vi è una banda proibita (Fi;. 2.6) per le onde cbe si 

propagano in un ",zzo coo frequenza di plas.a 

"p " l~a:.qlll1 
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Fig. 2.6 

Fig. 2.6 

1 ~~~~~~4------------------------------

Indic8 di rifrazlor.-e in funzione ,jella frequenza per propagazione per

pena:CJlare - onda :Jr'Jlnar:a :-:eJ l!mltB fredCO. 

f"! 



.,%0., 

IO p"rtanto 

lI(xL 
1 -
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Tale Cunzione diverge per 

",J:;",t+",.t:"uu· 
p c 

che ~ la Crequenza di risonanza detta upper hybrid, e si annulla per 

.. = [ 

[

2 ........ -/ (2 ....... ).-4 ... 

1
11 

.. z p C P c p" .. 15) 
2 i 

(2.72) 

(2.73') 

(2.n") 

(2.73'") 

Lo studio ~n~litico dell~ funzion", con la condizione eh" IIIX)~e, per ... tte 

di d"t"r.inarne l'anda ... nto (Bekefi, 1966) (Fiq. 2.7). 

Il ra.a ", ~ .. ( "uu ~ detto slov eltraordinary .ade ... ntre qnello 

"RH S .. ( m è detto fast extraodinary .ade e '" e "RH sono dette frequenze di 

cut-oH. 

Per proptll9il.ione pariil,11ela nel caso E =1 deve necessaria.ente essere zz 

w-.. , il che riflette il ratto che questo oaso corrisponde a osoillazioni del p 

plas-a e non. propaqazione di onde elettro-agnetiche. 

Più .interessanti sono i 2 casi 

Hl :; E ! i E 
ft xx xy 
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Fiq. 2.7 

Fig. 2.7 

FXM 

Indice di ri frazione i n -"unzìor.e ,:ella. frequenza. per propagazione per-

pendicolare - onda sir,30rdi na.r; a ;;eì l imi te freddo 
_ _ tr __ 



Si h. infatti 

M, -. -
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.. ' 
1- P ,. 

",1_..,2 
C 

.. ..' c p 
i;r::;-r= 

c 

Se~aria.a i due casil 

a) M'. =, +iE = 
:1lI .Y 

Il' 
1-.Jl_1_ 

Il 6l-'" o 

.. ' 1 
1--P-_

... c:.HJ 
C 

(2.74) 

Questo o~so è detto dell'ond~ RH poicbè corrisponde ~ onde oirool~r.ente 

polarizz~te riqht h~nded. 

", diverge (Fiq. 2.B) per .. xl e per "="0 ohe sono frequenze di rison~nza 

(eben, 1974) • .entre si ~nnull~ per 

cioè per la rr.quenz~ di cut-olE 

(RHL "C +/ 1I~+4 .. ~ 
.. , - 2 (2.75) 

Poichè M. deve essere positivo o nullo, non si può avere RH-wa~e per 

h) Hl' = E - iE x xx .Y 

Il' 
P 1 1---

'" ",+u 
C 

Questo caso è detto dell'onda LH (da lelt handed) e corrisponde a onde 

levogire (Fig. 2.8). 

Per questa situazione non si hanno trequenze di risonanza mentre si ha un 

cut-oH per 

Inoltre si possono avere L-va~e 5010 per ~ ~ ~L. 
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Fig. 2.9 

Fig. 2.8 

N/I 
LH wave 

1 \ 

lnalCB di r i rrazlore I n funzione deì la freql_:enza p8r propagaz:one 
pan.ì iela nel l imi te fr8ddo 
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2.6 - Approssi~zione elettrostati~ 

L'approssi.azione elettrostatica consiste nel porrR 

In questo oaso la (a.la') diventa 

e pertanto 

Mello stesso te~o la (a.4') assuwe la ror~ 

,,' 4,,1 
CT ~ • -7 Il D·E 

e quindi si ha 

"t [ bi l ,,' ,,' h 

cr ~+T g '!;I = .,E = =E .'Il ~ Il c =- C 

Ciò signifioa che 

el ~ ~ 

• ~ It·E·1l = Il 
= 

che è l 1 equazione di dispersione per onde elettrostatiche, 

costante dielettrica elettrostatica ed è uno scalare. 

(2.71) 

(2.79) 

(2.79) 
el 

dove ~ 
è la 

PoichÌl ~=!' +i~', con ~'«~' nell' ipotesi di debole s.arza ... nto 

(crI". app. a), si ha 

.el(~,,,)=Re Eel(~'+i~',")+i I •• el(~'+i~·,,,) = Il (2.BII) 

dove 

el ........ 
I.. (It, .. ) = Il,. ,Il 

- =a 

Sviluppando in serie di Taylor nell'intorno di k l alI10rdine più basso 

significativo in k- si ha 
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dove O indicà teraini di ordine superiore. Nello stesso teapo 

la ERl(~'+i~',u) = la Eel(~"u) + O 

e pertànto la (2.ae) diventà 

I Re Eel(~',g) = e 
el 

~ .. a:~ E + la ."l{~',g) = e 

Nell'ipotesi di debole saorzaaento 

a Re ERI il Re ERI 
alt "alt' 

e pertanto si ba 

+ O 

(2.SIl' ) 

Calcoliaao il coefficiente di assorbiaento spaziale definito dalla (A.24). 

A questo scopo osserviaao che p"r la (2.77) il v"ttore di poynting è nullo, 

cioè 

p=e 

.. pertanto nel calcolo del flas.a totale della densità di energia 

elettroaagnetic& non è possibile trascurare il flasso di "nergia di slosbing. 

Si ha 

* E.E. :: 
1 J 

.. lE_I! 
-8" 

aE
b 

.. 
,q 

bé' 
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=-~u I~I' :1<' Re E
e1 

(2.81) 

Nello stesso tellpo se prendia., l =11, cosa che possia., fare senza ledere in 
y 

alcun .odo la generalità, la (2.12) di~enta (E =11) 
Y * ~ ~ 

~ '~a'~ z (k'~a'kJl!W 
CII 

per la pre5f!nn della df!lta di Dlrac si ha ...!!... i n .. 
c 

CII 

E*'E ·E ~ -ul~pl·!..IEI' '\ Jd)P i( !. n .. c af. +N "f.]J!5(i-N P _n .. c) 
- =i - .. "1 L. - .. ,,- I ~ n BI .. 

n=-", Pl Pl vP. 

Da ciò segue che il coeffioiente di assorbi~nto spaziaie (a.24') aSSUMe 

la for ... 

e1 .. e1 I~I' 
a =4u r. E ID 

CII 

__ l''ReEell-11 
_ 2" "!!.' 

n .. 
6(y-N.p.- .. c) (2.82) 

Nel caso di propagaziooe perpendicolare si ha "U=II e pertanto 

__ laRe Ee11-' [ 
- 211 all' 

., 

CII 

n .. 
6(y-2) .. (2.83) 
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2.7 - Li.ite di plas-a tenue 

La rrequ~nza di plasaa (8.15) è direttaaent~ proporzionale alla densit~ n. 

delle partioelle e pertanto la condi.ione di plasws tenu~ può e~5ere 

Eoraalaente espressa da 

(2.84) 

Ciò i.plica che all'ordine pià basso in (~p/~)" l'indice di rifrazione si 

riduce a 

• = i (2.85) 

che corrisponde al li.ite del vaoto. 

Inoltre per il calcolo del tensore dielettrico è sufficiente valutare la 

polarizzazione dell 'onda all 'ordine pià basso signH icativo in (~p/~)", cioè 

nel li.ite del vuoto. 

Procedendo in questo aodo (Bornatici et al., 1983) dall'equazione d'onda 

(A.i3') e per frequenze prossiae a quella ciclotronica o ad una sua ar.onica, 

cioè per n ; ~c/~ si ottiene cbe 

Ex 
r= 

y 
ilsin"8! 

2n [ . • 11121 s~:,s + cos"8 (2.86) 

= - (2.8&') 

dove M§ = cos 8 e MI = sin 8 con 8,,(~,!!.). Il segno snperiore in (2.86) si 

riferisce al aodo ordinario aentre quello inferiore al .odo straordinario. 

Con riteriaento alla (2.11), posto 

8 " I [E,,-iEy+n: NIP1Ez!Jn 
c 

(2.87) 
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ricordando ohe 

= ~ J (z) - J'(z) z n n 

si ha 

oue la seconda uguaglianza ~ ottenuta usandu la (2.86') 

si ha 

Utilizzando la condizione di risonanza ciclotronica 

R = In:JI-11 

= In:J 
12

11 

DII 
c -. 

Il 

cos /I - Pa'11 
sin q J n + 9 1

2 

J' 'E '2 n z 

Inoltre (Bornatici et al., 1983) nel li.ite di plas .. tenne e per n ~ Il '" 
C 

il vettore di Poynt!nq • 

p • 
21sin40+4n200sl'11l2 'E 'I ~ --'--______ -" _____ o-Y- k 

4Ir 
ISin 49 + 4n10052/111/2+5in29 

(2.99) 

.. ntre il Ilnsso di energia di sloshinq ~ nullo all'ordine più basso in 

In base a questi risultati si ha ohe 

{I 

00SIl-Pa'112 
JI'E 'I + sinll D Z 

J J'} n n 
(2.89) 
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Co.binando Era loro 1& (2.86) e (2.86') si ottiene che 

iE 

E: : 
sin'e _ lSin<e + c05'el 1/ 2 

2n + ~ , - cos 8 

sin 8 ISin!B tISiD~B t 
2n ~ 

(2.90) 

e inoltre lE l' = iE (-iE*) 
Y Y Y 

quiodi si ha 

I~ B 1+=I~I'l',Sln8 COS9{ _{::-co=sB.--:ii::I::',," ... }'J' 
412 Tj>T n.. 2 sine cosO n I!:..I c 

I 
. 1 __ Sl_

o

O_'_B __ 1 (cos8-ii /Y}J' + ~Sl~On~)~9nIPl J,)'2P1{COse-ii /Y)J J']} 
cos e 2.. I n 2n cose 1 n 1 I n n (2.SI) 

Questa espressione è costituita da due parti: la pri .. indipendente dalla 

polllrizz.zioD~ de-lltondl. e la seconda che camia segno per onda ordinaria e 

straordinaria rispettiv&.ente. Se SO .. ii-a i contributi dell'onda ordinaria e 

di quella straordinaria ottenendo l'effetto qlobale dei due .,di di 

propaqazione, il teraine dipendente dalla polarizzazione si annulla" si ha 

4~[lltl]-+[ltll+]~[ii Itlltot·[n:c]'i'{(OO.e-PI/i)'J~ + si~:e(PIJ~)'} (2.92) 

Si può a questo punto scrivere (utilizzando la (2.11» il coetticiente di 

assorbiaento spaziale totale {A.24'} nel liaite di plasaa tenue nella toraa 

a(tot) = 

cOSO-ii,/l'], J' 
SInO n 

(2.93) 
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c..p. 3 

Assorbi.ento per una fuasioae di distribasioDe 

di tipo "bea." 

Fino ~d ora .bbia-a considerato il coetficiente di assorbimento spaziale 

per i diversi mdi di propagazione delle cnd. elettrolUqnetiche in tm. plasE 

oon una funzione di distribuzione arbitraria. 

Q'i sono però rtmsioni di distribuzione speciE iche particolar-.ente 

interessilnti perohè si realizzano in nu.erose situazioni speri .. ntali ed è

pert.oto opportuno vedQ'rnfit' in dettaglio il relativo cOlllporta~nto per quanto 

riguarda il coefFiciente di assorbi~nto. 

In generale l'analisi teoorioa ha riguardilto prinoipal-.ente funzioni di 

distribuzioDR di tipo Max~lliaDo (Bornatioi et al., 199J). Tattaol' n~i plasai 

intensa.ente riscaldati per 1IeZZO del! t "Electron Cyclotron Hei.ting" "rtqODO 

prodott i di frequente elettt'"oni 50vrater.ioi aal'atterizzat i da hm.ioni di 

distribuzione alta~nte anisotrope. 

analoqa~Dte nei dispositivi per la qenerazione di onde elettro.aqnetiche 

ad alta rrequenza tipo Gyrotron e Free Electron Laser venqono usati intensi 

fasoi di ~lettroni relatioistici. 
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La struttura di tali t.sci può essere in .alti oasi adeguata8ente 

rappresentata .ediante 1. co~iddetta -bea. like distribution-

(3.1) 

dOQe cl è an coefficiente di nor~lizz~zione .entre P1=.aI/Tl 

Tale fanzione di distribuzione rappresenta an fascio aono-energetico nella 

direzione del callpo ~gnetico, con ao.ento delle particelle ili" .entre in 

direzione perpendicolare l'esponenziale distribuzione di tipo If,uwlliano la 

cui larghezza è data dalla tellperatura perpendicolare, Tl • 

Il coefficiente di nor~lizzazione in (3.1) è deterainato dalla condizione 

che 

Ifa d'p = 1 
e poichè 

• 

si ha 

(3.2) 

l.l - Eberqia ciDetica wedia del lasoio 

E' interessante calcolare ltenergia cinetica ~dia corrispondente alla 
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Fiq 3.1 

0.~ 1.~ 

Ene~ia cinetica Media in funzione della teMPe~at~a pe~pendicol~ degli 

elettPOni pep una.distpibuzione di tipo gheaMa , 
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_p (l+p'lll 
z2UCIJpldPldP.[/1+p1-p: - 1le l 1 5(Pa-P.,) 

CII 

-p (1+p')'i 
=2UEIJiitdPl[/1+pi+P:. - Ile 1 1 

• 
(3.3) 

Mel CASO liaite di PII ,:;;:8. cioè l. distribnzione è una "Hanllelliana 

pertanto 

UI> =& ., 

= 

.. 

2 + 111 
1'1{1+1I1 ) 

(3.4) 

Si ha pertanto solo ~ dipendenza daila te.peratura perpendicolare deql! 

",lettNlni, che diventa una proporz!onalità diretta per te.p"rature 

5uffici"nt"..,nte alte (cfr. Fiq. 3.1). 

Più co.ple5S0 e il caso di PJ ... e, per il qual" si trova una ~spression" 

analItica '''.plic" 50la..,nte nel liaite dehol..,nte relativi5tico, per co! 

1-, 1-, 
1 = 1 + ~l + ~I 

In tale 5ituazione intatti 

~ I -, )lI 
<W) f- - !l-, 1-, ! -!ll,l+p/2 
iO"" = 2J1"IJ Pl dP l il'l+il'a' " 

, 
-,tl

f e 4 

:;: :JC t -
~ "l l 

" 

10ue ~'~lti~ ~assaggio ~ glustificato dal fatto che #1}}16 

(l. 6) 
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COW!' oi si poteva aspettare ltenergia cinetica w:odia è deter.inata dalla -. P.I 
e da quella cinetica --2-' 

Ovvia.ente p~r Pgo=8 si ottiene il li.ite debol.entr!' relatiuistico dellil 

(3.4) (ctr. Flq 3.1). 

3.2 - Forwa generale del coefficieate di assorbi.ento spasiale 

Per calcolare il coefficiente di assorbi.ento spaziale per una bea. like 

distribution del tipo (3.1) per propagazIone arbitraria f lacciawo U50 della 

(2.12). 

Il proble.a si riduce alla risoluzione di dae integrali: 

'6(y-M P - n~ I~) a a o 
(3.7) 

I~ - 2u J af" lE -iE +~IP.E jJ (a)+i ~ "IPlJ l(a)E ", 
a- K y n.. • Z n n.. n+ y 

P1 c. c 

'6{Y-"aPg- n·c/~) (3.a) 

doue ~ i~ortante ricordare che a = a M1P1 e pertanto è funzione di P
i

. 

Tali integrali cantenqono rispettivilwente la derivata della runzione di 

distribuzione rispetto a ii
1 

e a Pa: in particolare- in qaest'ultim: caso bisoqna 

porre attenzione al fatto che questo i~llca una derivata della funzione delta 

di Dirac. 
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Per poter fare uso della condizione di risonanza ciclotronica oont~nuta in 

(3.9) 

osserui~.a che vale la sequente proprietà qenerale: 

(3.13) 

dOQe '(1) è una funzione aonodroga e li l'i-esina radice di '(1)=3. 

Utilizzia., la (3.S) per eseguire l'integrazione rispetto a Fl e pertanto 

si ha 

le cui radici si deter.inano i~onendQ 

il che i~lica la condizione: 

HaPa+n"c'" ~ l 

Da ciò segue che si banno le due radici 

P~ = ! J{HAPI+n"c/")%-l-~ 

(3.11) 

(3.12) 

delle quali però sola.ente la positi9a e accettabile poiché dege essere Pl ~ 0 

e pertanto si ha la sola radice 

13·13) 

Poiché il radicando dege essere positi90 o nullo si illpone anche la 

condizione 

13·14) 

Tale condizione, fissati n e IO per un dato N" deter.ina l'inter9allo dei 

ualori possibili di Fa' si ha infatti 



- 68 -

nu r---------------
N ---.': -I (n .. , .. )'-(I-N') 

I .. c Il 

1 - N' 
I 

n.. r---------------
N!~ +1 (n~c/ .. )'-(I-N~) 

1 - N' 
I 

(3.15) 

Indichia., per bre"ità con PI(lIin) e PI( .... ) rispetti"a..,nte l'estrellO 

interiore e quello superiore dell'inter"allo (3.15). 

Mello stesso te~o per la condizione di risonanza ciclotronica si ha 

e pertanto 

(3.15') 

do" .. si è posto 1+_ .I I+P:+P;" 
Consideria., il prino dei du .. integrali. Si ha, utilizzando la fanzione 6 

in f. p .. r l'integrazione rispetto a Pr 

n.. J dP1 i} [ -P(1+PI)~11 [ - l 
---.': - -- Ci" E -iE +~iP •• E J (a)+i 

.. 1 2- X Y n.. • z n 
~l c 

do" .. ol1',iaaente ~I' de"e soddisfare la (3.15) 

Utilizzando ora la (3.11'1), per la. (3.13) e s"iluppando i calcoli, si ha 

+ " -1I1(I+p/)" 
n"'..... Il c e <:P N p+ , 

=-2u~ Il IlE -iE +~lPI.E )J (a+)+i 1 lJ l(a+)E 1,'(3.16) 
6f. ~ Y nfl. z n ntf. n+ 7 

1.( - )1 -I C c 
IIN]~I·+n~c'~ -P~. 

+ ---+ . 
dot,re a :: ~HIPf:/J . OsSer~llalOO che la radice al denominatore non può dare luogo _ c 

a singolarità per la condizione (3.14). 
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~nalogaaente per il secondo integrale si ha: 

utili~zando la condizione di risonanza ciclotronica per l'integrazione su P1 e 

ricordando la (3.15) si ha 

Integrando per parti e facendo oso della 6(Pn-Pgt) sI 

-II {1+p+.)lI 
I~=-211 Il.cl {:_ [e l l HE. -[El/n: lIIP~EzlJn(a +) 

Pg c 

.. lIil + It
]} +i n .. ~ JO+1(a )Ey __ _ 

- Pg-Pgt 

ottiene 

(3.17) 

do .. ", si '" supposto PU' ~ Pg( ... x) e da PI{.in) in lWJdo che sia nallo il pri., 

ter.ine delltinteqrazione ( in caso contrario l! sufficiente agqiunqere il 

ter.ine relativo all'estre.a dell' intertrallo di inteqrazione coincidente con 

Mon è conveniente stJiluppare la derivata inquanto la sua struttura è 

piuttosto c0"'l'lesu (ricordia., che ~ dipende ora da P; secondo (3.13)) e 

pertanto la '(2.12) assawe la far .. 

g*'E .g = -lI! "pl·~.) ! O .... cl·! 
- =a - "lIli. 

(l.la) 

n 

che e un ~i5ultato generale. 
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Consideria.o ora i li.iti di propagazione perpendicolare e parallela. 

Mel caso di propagazione perpendicol.re ,al oa..,o araqnet ico 1 t indice di 

ritrazione nell~ direzion~ ad esso parallela deve essere nullo e pertanto i due 

poichè I~ risulta propor=ionale a Mu' 

Inc;,r~ dalla (3.13) segue che 

(3.19) 

(3.20) 

Per propagazione perpendicolare i due auto-adi, l'onda ordin~ri. e ltonda 

straordinaria, sono disaccoppiati. 

a) Onda ordinaria * E .E =0 j al!=E 
• y zz 

Questa è un'onda trasoersa polarizzata linear.ente e da (3.1B)-{3.20) si 

ha 
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H~llo st~s.o te~o per la (2.l?) 

S(o}=H(o}ol!U'k 
- 1 4" 

e quindi il coerficiente di assorbi.ento spaziale per onda ordinaria vale, per 

la ennesi ... raonica con D~l 

0, esplicitando il coefficiente di nor .. lizzazione (3.2), 

( ) "o I .... pj' anO (HI:e)= 11 
MI 

con (n"ol"}'-P:.!l 

/I ' l 
-;- /I

1
+! 

e 
-/I (l+p,}lI+/I 

l l 1 

(J.22) 

Questa espressione è se~re positiva o tutt'al più nulla e pertanto nnn si 

... nire.tann instabilità (per instabilità si intende una situazione in cui il 

coefficiente di assorbiaento risulta negativo). 

Il risultato (3.22) pote"a essere facilmente ottenuto ancbe a partire 

dalla (2.38') e anzi per gli altri casi otterre.., l'espressione de! 

coefficiente di assorbiaento proprio a partire dalla relativa espressione già 

ricavata per una funzione di distribuzione arbitraria. 

Nel caso liaite in cui Plt:e, che corrisponde ad una distribuzione 

"~.velliana bi-diaensionale" in direzione perpendicolare al campo aognetico, 

]lo icbè f t" 5(p- ) e a{O}(1 -e}-p-' si ha 
I n 1- -" 

(l.23) 

inquanto è proporzionale a P: •. 
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QuesttultillO ri5ultilto, COWl' pure qli ilitri relatiui ilI O&SO Pii' z::0 s 

costituisce una buona verifica di quanto ottenuto nel presente capitolo poiché 

in co~l~to accordo con quanto già ricavato da Bornatici (Bornatioi and 

Rurrin~, 1985). 

b) onda straordinaria * E zl Xl. E ~EJ lE 
Z l yyxyxx 

Mel oaso dell tonda straordiDitria per propaqazione perpendicolare usi.Wl 

diretta.ente la (2.46) & pertanto si ha 

6{i-n .. ,,,) 
c 

Utilizzia.a ora la condizione di risonanza ciclotronica 

-+. Il 
(o), 2,,' ["p],[n"O]'l Cll'l + -1'1(l+Pl )IExy •. a+ + l' a (1I.=a)= ___ - - in li; e ...:::..!..J (a )+,::J' (a) (3.24) 
n • o IO J ,. "i(l+~') EU n n n 

dove 1+è il valore assunto da ; per Pl=~ e Pft=P~" Si noti ohe a~O)(lIs=.)~0, 

oioè, co.e qia nel oaso del .ado o, anche il .ado x è stabile. 

Per l'onda straordinaria e per frequenze vicine alle ar.aniche con n~2 è 

rilevante il 11.ite di plasaa freddo per il quale (cfr. (2.68)) 

E 
.y = 

E xx 

IO .. ' 1 
. o ~ ( ) 
1-.. - -:: .. Yi-_,.=i-_-.. ::-ir" iA " 

P o 
(3.25) 
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In tal caso si ha 

I + a+ + l' Q( .. )J (a )+- JI (a ) 
n n n 

(3.26) 

In particolare nel liai te in 

a(x)=a~ [ 
n c 

OIpr[ nOlCr l 
.. .. il' 1 

do"e a + =; N1 [I n:oj_l( 
c 

Ricordia.a che i risultati (3.26) e (3.27) sono "alidi per n<2. 

Il risultato (3.27) coincide con quello ottenuto da Bornatici and Rurrina 

(1965). 

3.4 - Propaqazione parallela: li=-

ilei caso di onde che si propaghino parallelaaente al caapo magnl!tico si 

possono verificare tre diverse situazioni 

a) onde longitudinali (L) ~ E =0 
Z% 

In qUl!sto caso ~ale la (2.55) alla quale contribuisce la sola armonica di 

ordine 0 ~ 'pertanto 

utilizziamo nel solito modo la condizione di rlsonanza ciclotronica per 
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Il integrazione su Pl J non senza pri..a ilver osservato ohe de'O'e essere H~PJl?::l 

aftincbè si possa avere risonanza 

f! quindi intRqriam per parti per atiliz2are l<iil seoonda delta ohe abbiilWlO a 

disposizione 

ove "aPa.~J 

Inoltre per Paa=0 si ba 

eioe il coeffioiente di assorbi~nto s~ziale ~ nullo. 

b)Polarizzazione destroqira (RH1~ E .iE 
'1 • 

(3.28) 

(3.29) 

In questo caso vale la (2.Gl), alla quale contribuisce solamente la pri.a 

ar.onica, e pertanto 

(3.341) 

Calcolia.a separata~nte i due integrali 
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se PI(.in) Utilizzi • .a ora la condizione di risonanza 

ciclotronic., della qu.le comunque .bbi • .a tenuta conto per enunci.re la 

precedente condi3ione 

(3.31) 

inteqriaao per parti 

(3.32) 
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(l.34) 

o) Polarizzazione levogira (LHJ ~ E =-iE 
Y " 

In questo caso J cowe già 9isto, il coefficiente di assorbiwento spaziale è 

se~re nallo e pertanto 

(3.35) 
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c..p. 4 

As~i~uto ed iustabilità per una 

EuasiOBR di distribusiDDR di tipo -ring-

Untaltro tipo di Funzione di distribuzione ~ni5Dtrop. di interesSR pr~tico 

R la cosiddetta 'ring lik. distribotiou' 

~ li --Pa{l+P.J 6(Pl-Pl· J 
e 

2lrpl' 

norwQlizza2ione, p.=.al/T. 

( 4.1) 

R la precsl!nztili del 

d.DO~DAtor. ~1' è do9Uta al ratto obR 6(P1-P1.J R una d.lta bidi..asiooal •• 

T.lle Euno:iDIIQ di dhtribw:iDDfl ba o:na struttura aDilloq.. ..ll.. ·b .... •• 

risulta costante e uqoale a P
1

• la co~DWDte d.ll .. qu .. otità di .uta sul piaDD 

.. d e5SO pRrpendicolare 

Aoob. io qURsta caso il ca.rriciRotR di oor.alizzaziDDfl si calcola 

e pRrtaota 

• 
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.ediaot~ il oa.bia.eoto di 9ariabil~ di iot~qra2ion~ (l+pi)~ ~ x 

• -Plx 

2e, I ;z:_1)~dX si ottiene 

l 

Blcordia.a ora ebl! (Abr .. owitz ud St"9tm, 1972) -r v-l -all 
JdZ .(.'-g') R ~ 

v-Il 
2 II-v .. +)\ r( ) =--P U v 
/ii .. 

(4.2) 

COO '''+II(UP) la tunzion& di 8&s5&1 .aditicata di SRcooda ip~cie di ordin~ v+)\. 

P.rtaftto Del DO~tro o~so, ohe oorrispoDd. a u-l ~ ~-~f si ottien~ 

(4.3) 

Quindi il coelliciente di norwalizzazione vale 

l (4.4) 

4.1 - EDergia cinetica ~ia degli ~l~ttroai 

p..,. quaJlto riguilrda l'e~ia cinetica _ia corri spendente alla funzione 

.. 
-Il (1 +ji') ~ 

l · I --1 ~ dPI (4.5) 

ReI Caso particolare in cui Pl.=e, procedendo CD.e per la (3.32) ii ha 
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== .., 

.. 
= J Y ··Y-l ,,-l''YdY 

.....-gr+T 
1 
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per l. (4.2) • poiché (Gr~d5hteyn, 190.) 

si ottiene infine 

.. 
J 9-1 -p x 

(.1-1) e' dx 

1 

(lI> 
=~ .., 

.. 
-p Y 

J "J"-1 • d>' Y+1 e 
1 

(4.6) 

.. 1 li~te debol.rnt" relati9istlco per PI'~ in~ si ba (per l. (3.33) -
(II) 1 J:'2:'2 -II, -PIP:12 -
..,1 ~ 21

1 
(p,+p1)e e dP. ~ (4.7) 

I 

Si ha quindi una dipRDdWb.~ ~dr~tioa da PI' (cfr. Fiq. 4.1). 

distributico" DRI caso di prc~q~2iDnR qualunquv, r~DDi~.., uso d.lla (2.12). 

Aaoha in quRsto C~SD il probl..- si ridllCt! alla risDlullio_ dlHJli 

intRqrali 

(4.9) 
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Fiq. 4.1 

Ene~ia cinetica Media in funzione della teMPepatura papallela degli 
e lettl'On i })eX' una distX'ibuz ione di tipo ·X'ingll (caso debolMente 
l'elativistico) 

I 
! 
i 



= 

- 81 -

ijfol [E -iE +~ 
- . }' "" ijp. c I 

i .. H il 
XIP.E J (a)+ i i 

z n D" c 

'6{"f-H il -n .. /I.) •• c 

analogbi agli integrali (l.7) (3.8). 

(4.9) 

Ora però l. oondizione di risonanzii oiolotronioa de9t!' I!'SS~~ utilizzatiil 

per O~lcDl~rD l'integrazione rispetto aPI' inquanto per l'inteqrazioDe 

risp~tto a Pi si può far. U50 dRlla 6(PI-Pl')' 

La (3.11) de ... e pertanto eS5"re risolta rispetto ;o p. ;lnzicbè rispetto ;o 

PII si hil cioè 

(4.11) 

che ba le due radici: 

(4.11) 

PoichÌ< il radicando deve essere posHillO, bisogna illPorre l;i condizione 

che 

(4.12) 

Tale condizione, fissato n .. 
c

" e per un dato Ha li.Ha l'intervallo dei 

oalori possibili per PI , si ba inEatti 

-I br (n .. , .. ) t-l 
l-II c 

I 

.a nello stesso te~D deve Rssere Pa ~ a e pe~tantD 

e $ PI $ j I:Hi (0"0,,·)'-1 " P1(IIiIX) (4.13) 

Per PIO Eissato la (4.13) diventa una condizione sulla Erequenza .. : delle 

infatti essere verificata la 



Inol tre 

~ ( .. -
c 

e quindi l'analogo della (J.16) è la 
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6!'(P;I] = ~ ~: 6(p.-P;) + 
Ipl-~ HII 

dove si è posto / " j l+P;'+P/ 

Consideriamo ora il priwo dei due integrali. 

.. .. 
n 

"c 

I
r_n"CJ dPidP. il ! -lIa(1+p:)1I 6{P1-iii .111[ . .. 
1- _ CI" E -lE +-

61 .., - - I. Y ntlo 
ilp i P l' c 

i .. H1P1 1'-
+ J l(a)E 6(~-HIPa-n .. I~I 
n~c n+ y c 

dove oQVia8ente P1• deve rispettare la (4.IJ). 

Per la (4.15) si può scrivere 

da cui, tacendo uso della condizione di risonanza ciclotronica 

(4.1J'1 

(4.14) 

(4.15) 

... 

integrialllO ora per parti in 'BIOdo da non dover calcolare la derivata della 
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6 (PI-PI , ). il qURSto .copo osseroia.., ch.. • .. (I<PI'<PI!"x) il t"rJlÌne non 

integrato dell' Rspressione obR DR risulta è Dullo ~ pertanto si può scriver~ 

i""IP1 Itl} .. J (a)E n .. n+1 'l--
C P1zP1 • 

(4.1&) 

doo" ~ conoeniente lasciare indicata la derioata rispetto aPI. 

In _niera analoqa per l'inteqrale (4.5) si ha 

. J 
dPIdPI - a I -~I(l"P:)~ 5(PI-PI') l I I " M 

II' 1 Plll.-= CI" E -lE +-I - x 'l n .. 
~I ~. c 

.. 

i"'è"l ,._ 
.. n .. 

c 
Jn+1!a)E'l 6 (1-II,PS-nMc /M) 

Applicando la (4.15) e soiluppando la derivata rispetto a PI si ottiene 

P
I
(_x) .. 

1;=-2 JpI dPI J 
l=! • -at 

.,1 

'[
E -iE .. ~ 

x 'l n .. c 

Et ;wrtaDto esplicitando il coeffioiente dj nor.alizzazioDe 
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(4.17) 

(4.18) 

gedla.a ora co.e si co~rta il coefficiente di assorbi.ento spaziale per 

i già noti .adi di pro~ga.ione che ci interessano. 

Per propagazioDe perpendicolare al ca.po -agnetico, cioè per .I~" i due 

int~rali (4.16) e (4.l7) diventano 

-1'1(1+ii~')lS 

I;~I IIEs-iEy+n=c 11ii!zzjJn(a)+ 

(4.19) 

.. 
I ••• 

Il inoltrI> (ofr. (4.7») Ì> 

(4.21) 



con le condizioni ohe 

e con 

- 8:; -

n", I~ ?; 1 
c 

": = n"c/(pl,tl)~ .. 
In particolare per Pl,=ft si ha ~n=n~c' 

(4.22) 

(4.22' ) 

Consideria.a separatamente onda ordinaria e straordinaria. 

aj Onda ordinaria ~ E =E =O; M1 =< x y 1 zz 

Per queste onde trasverse, linearEnte polarizzate, vale la (2.38) e 

pertanto 

J%{~lP1/~ ) 5(t-n" 1M) 
D C C 

Consideriamo ora il tattore da derivare. 



P1·Jn{~M1P1·J~c) 

J (n"o/") '-pl.-l 
In conclnsione 

- 86 -

(o} 1 D ~[ ~pl,n .. c -1I1«n .. O ''')'-Pl·)\ I ~ J ,. 
a =- - - - --e - 2=--11 (n .. , .. ) -p .-1 

n 'lR10 .. .. - ~ 1 o 1 
P1' c . 

_P1·Jn(~M1P1·J .. c) 

J (n"cJ~} '-pi .-1 
Hel limite in cui ~MIP1/uc«1 possiamo sviluppare in serie le funzioni di 

Besse! p~r le quali al pri.a ordine si ha 

(4.24) 

- n - - n 
3( .. K1P1ol .. c) P1 1 ( .. lI1P1· I .. c) 

3{ .. 1I1Pi· l .. c} J (n"c/"j'-pr.-1 
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I .-.11 "l,n .. -"I In .. I .. ) -PI ·) l l [ I l 
-p --=., c =- __ 2~III (n .. 1,,)'-P

I
'.-l(Wl

I
P

I
.I .. )n-

.. .. 2D t ... C c PI • D. c 

da cui si vede che 

(4.26) 

In particolare per la priaa ar'llOnica D=l, per liti quale l'assorbimento è 

dO.inante, si ha 

~PI·e-P,I("c/'')'-Pl.)1I __ 1 __ "c 
IO - .. 

PI" 

(4.27) 

e quindi per Pl"«l o al li.ite 0 si ha 

a(O)=a![ ~pl'c e-,,~( .. o/ .. ).I( .. 1 .. )'-1 
1 c Il I c 

e pertanto, esplicitando il coeificiente di normalizzazione, @ raggruppando i 

rattori in maniera opportuna 

ave .,(~ 
c 

Questo risultato coinoide con quanto trovato in precedenza (BorDatici and 

Burrina, 1985J, a geririca della validità della (4.23). 

a basse frequenze », il coefficiente di assorbimento (4.2?t) ~ pertanto 

catterizzato da un anda.ento esponenziale 1 .entre per frequenze viCIne a quella 

di risonanza è do.inante il .E'attore sotto il segno di radice che tende ad 
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tlMullars i. 

Inoltre a non può .. i diventare negativo (e quindi non si hanno 

instabilit~) R present~ un .assimo. 

P9r calcolare la posizione di t.l~ .assi.o ponia~ 

. " 
conl!~x~1. 

.. 
"o 

[4.28) 

Il tal .,do il lEssi., è localizzato nel punto dell' intervallo per il 

quale 

@ pertanto 

l 

3 n-x J ':',-1 • 
la cui sola radice nell'intervallo considerato è 

= 0 

(4. 29) 

La posizione del ~s5imc dipende pertanto dalla temperatura parallela del 

plas.a {Fig. 4.2}: si ha un down-shift relati~istìco in frequenza all'aumentare 

Et utile considerare anche il li.ite debol.ente relatiuistico per il quale 

In questo .edo la 

1-, 1-. . 
'«'t_, t-n·_~~ I~) 

o .. .2k' l 21"':1 ,~ c 

(4.30) 

{4.31} 
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Fiq. 4.2 

I I I 
al. ~ ullJ

O 
1. 000 

AndaMento del coefficiente di asso~hiMento spaziale in funzione della 
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Anche in questo caso possi • .:) utilizzare liill condizione di risonanza 

oiclotronica p~r risolvere lfintegra3ione rispetto a PM~ 

p. = ! j 2!ru./" - 1 - lIPI) ;: i>; 
cui corrisponde la condizione su PI , che deQe essere positioo 

con n .. /~ !: 1. 
c 

(4.32) 

(4.33) 

In particolare per v = n~c' cioè per frequenze pari a quella ciclotronica 

o alle 5UP or~niehe, Pi( ... )=e e quindi l'unico valore consentito per Pi è lo 

0. 

Per lo proprietà della runzione delta (l.le), si può scrivere 

6(1+~I+~:-n"c/"l = 26(p: - P;'l = 2 :1 6(P~-P!) 
l=! Ipii 

(4.l4) 

OsserviallO che i due tar.ini corrispondenti p; e p. risultano uguali e 

pert.nto possia~ sostituire la so..atoria con un fattore 2. 

Int"g'riallO ppr parti DPI solito ""do e utili"2iallO la .. ,,,onda delta di cui 

disponiaao 
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Pertanto 

(4.35) 

Il risultato (4.35) può anche essere ricavato diretta.ente da (4.23) ove 

(4.36) 

ReI li.ite deholmente relativistico nel quale ci siamo posti si ha 

6OlIè·1.''"C « 1 
e pertanto possiamo sviluppare in serie al primo ordine le funzioni di Bessel: 

prendiaao cioè la (4.241.Cosi tacendo si ottiene 

- 2(0-1) 
111"1 2n 

PIO 
-,,- 220 - 1 t( -Ilt c n. n .... 

_! 1 

j n" 1"-l-lIP' c l 

-, 
-p./ n"c/"-l-!li>l. n:l (4.37) 

tale risultato segue direttamente da (4.2~) con (4.36). 
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In p~rticolare per l~ frequenza di risonanza rondaaental~J cioè per n=l, 

si ottiene 

l" '''-l-l\p' c l. 

-. P!'[ 1 (4.38) 

Tal~ risultato è in accordo con qu~llo ott~nuto da Hsu ~ LashMOr~ (Hsu and 

LashllOre, 1985). 

Dall~ (4.37) e (4.38) si può osserqar~ che il co~EEiciente di assorbimento 

spazial~ può div~ntar~ negatiqo e pertanto si ba una instabilità. 

In particolare, riEerendoci a (4.38), il segno di alo) è conn~sso con il 

segno di 

(4.39) 

dove 

(4.411) 

e pertanto, posto 

(4.4&') 

deve e5ser~ 

Da ciò segue i~diatament~ che per la (4.411) 
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-t 

"c P l' [ I I 
" 3 I + ~ J+2Lt 

e pertanto,risolvendo iterativa.ente rispetto a ~/wc e osservando che 

all'ordine più basso ,il coefficiente di 

assorbine.to spaziale si annulla per 

-t 

;c~ I - p~'IJ+2Ltl"=uc)1 ~ =: (4.41) 

C;Jsi~chè 

(~.42) 

-t 

* [PI2'1 se M, ( a ~ ~1 ~ ~c 1+ (instabilità) (4.42' ) 

doue la condizione a ~ * "l segue dal richiedere che il radicandu di 

j "'c'f,t.-l-JSPi. sia 1Iii.qqiore o ttguiille _ i. El d. notare che nell'intorno di 

'" ~ = "l la (4.38) nDn R più oalidal in particnlare , 

D'altra parte, sulla base di (4.31') e {4.32} si ba 
_t 

per pi a Il. 

( 3) 
. (o) R 

4. 8 da "1 -t-O> p"r -l' 

cbe ,,1°}:. per .. = ,,~, cio~ 

Heli' intervallo di frequenze Il ( " > "ti per cui i l coeH iciente di 

assorbiwento è positivo , alo) ha un .assiwo oonnesso Don il punto stazionario 

della funzione (cfr. 4.38) 

(4.4J) 

Si ha 

e pertanto il solo punto stazionario per la 
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Sostituendo Dr~ a z la 5U~ espr~ssione si ottienv 

2L' ... ~, • .1 (2L' ... n' )"S .. L'n' 
rl~l' ra"l' rl "l' 

8p L' , 
che può assere risolta it~rativa.ente inquanto M = .. . 

c 

In cDnclusion~ il ~ssi.a del coeEFioienta di assorbi.ento si ha pRr 

(4.44) 

J • -2 ( In particolar~, per L ~ 1, cioe per ',Pl l «4 (cfr. 4.40'), la 4.44} d. 

~: 1- !!! .pt,J 
"c 2 P, l 

(4.45) 

da cui si v~e che si verifica un (piccolo) "do .... -shift" relativisHco iII 

frequenza rispetto al caso in cui Pll=" 
Il profilo dell'assorbi ... nto è .cstratD qualitativa","te iD Fig. 4.3. 

bI Dnda straordinaria ~ K
1
2 = E +E2 lE 

1Y lI,. "" 
Mel caso dell'onda straordinaria vale la (2.46) e pertanto si ha 

-, ~ - - ~ 
"_ [cl,,-II,(I+PI) 4(PI-Pl') ]I:'Y J,,(a) + 

IIp l 2np l' Il 

i~~(a} 1'6(1-n"c /,,} (4.46) 

Utilizzia.:l la condizioD@ di risonanza ciclotronica e o5servialKl che anche 
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Fiq. 4.3 

IJ 

IJM UO ;1 
ullJc 

/ ( 
I 

l .... 

pÌot9 

AndaMento del coefficiente di asso~biMento spaziale in funzione della 

r~equenza nel liMite deholMente ~lativistico 
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iD qu~sto o~so i due ter.ini della so-.atoria sono uguali 

.... Pl(_x) l 
C]'l J- 'f - .n dp --

.. Al l -+ 
p. • 
'I~'J (a) E D xx 

a l' .. i=.1'(_) 
D n 

- - ~ 
6(1'1-1'1,1 I. 

l'i' 

S. int .. qriano per piu"'ti e sostituiil" .. 0. l .. 5U .. Ilspress.ione atteDia., 

inEina 

(4.47) 

dove convi~ne la5ci.~ indicata 1. derivata. 

ileI lilaite di pl&s .. treddo per il quale ""l" l .. (3.25). liaitata ... nt" 

e iD particola~ nel liJÙt .. in cui Pl'~' si ba 

(a) rr .. [ "p]' { n"C]'l 1 {a [-III{(Mc/")'-PI]~ 
"D C r;; T if!-=- -= e 

l l l'l' apl 

+l~~ (a) l' 1 Il- _. 
j (n .. 1"1' -1 Pc c 

(4.48) 

(4.49) 

do .... possiaWl sviluppar .. in s .... i .. II! funzioni di Bessel ... diantl! la (4.24) 

otteDl!ndo 



" p"rtaDto 

- 97 -

.. ..I 

I C P 1 • 
- .. - .,1_ .. 1_ ... 1 

P C 

.a per n~2 co.e nel nostro c~so qnesta espressione è nulla e pertanto 

d(X)= e per n~2 
Il 

4.3 - Propaq~"ioae parallela, Il=-

lIel caso delle onde che si propaqallO parallela.!IIte al call1pO Sl911etico 

abbia-a tre diversi .adi. 

a) onde lonqitudillali IL) ~ E
Z
"=-

III questo caso ~ale la (2.55) alla quale contribuisce la sola arwonica di 

ordine a g pertanto 

~ _p (t+pt\~ 
P J2 f- - - - il [ 8 - a I 
~ ,P,dPIP.dP. _ c,e 
Q(l J J.... ';I il ~ :J 

"p, 



5viluppia.a la derivata 

E laEb'ZZI-'1 217 dk' 
~pl f rp>dj) .. J. I 

p*r l. (4.15) .i ba poi 

R quindi 
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(4.51) 

~l caso partieolar~ io cui PI '=- il coviiieivotv di assorbi.eoto valv 

(4.52) 

" 

-l . dove P, e dato dalla (4.7) eoo PI ,= •. Eotra.bR quest~ espressiooi SODO positive 

~ pertanto DOD si ha iDstAhilit~. 

b} Polarizzaziooe destrogira (RH) .. Ii: =ili: 
Y x 

In ~5tO oa~ valv la (2.61). alla qual. contribuisov sola .. otR la pri.a 

ar.onica, a pertanto 

(4.53) 

Coasideria.o separata..nte i due integrali nei quali può essere 5uddi~is. 

la (4.53). 

Per il pri.a si ba 
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Dcv. Donviene l~soiare indicata la derivata. 

PRr il sRcondo intRqralR ingeCR si ba 

a(LH) 2 t 
I 

(4.:54) 

(4.5:1) 

(4.56) 

(4.57) 
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COIICUJS I 0111 

In qavst~ Tesi si • rioaoata per via diretta una neova rDr~ del tRD50re 

diel .. ttriao relilti11i!itioo, DOra contenent. RsplioitaM'Dtlt stlrie di tunaioni di 

Bessvl • si ... trioa. 

Il nuo~ approccio ha pRr ... sso un. \leritica d.lli! gVD.rale ~lidit~ di 

quvsti risultati ~ ba .ostratD oo~ la part~ aDtib~rwUtiana di quvsta CDrWQ dvI 

tensor. dielettrico sia uguale il quella OOWUDeWRDta usata. pertanto non porti 

significativi vantaggi DVI calcolo dvI covrCicivntv di a5sorhi.ento, che ha a 

obR farv ODD la parte aDtiber.itiana del teDsore dielettricD. 

Si .. studiato l'assorhi_Dto di 0Dd1l IIlllttro .. gDlltichil per _zzo 

dall'~aiODe di bilaDOiD dell'energia (teor&-. di Poyntinq). Tal .. approcoio .. 

partioDla~Dtll cODvvDillnte pllroh" pllr.ettll di rendere esplioitD il ruolo della 

polarizzazione delltODda sull'assorbi .. nto stesso. 

Piu spvoit i oil .. nt a DItI sROondo capitolo si oillcolato i l o04irt ioleot. di 

assorbi .. nto per oDd. elettro.agnRtichR alla frequenza oiolotro010a degli 

.l.ttroni ed .11. arwouicbe iD un plas-a con funzione di distribuzione 

arbitr.~iar Si sono oonaiderati. in partioolare. j .odi di propaqazioDR 

perpllndioolare Il parallela d OUlpO "gDlltico di .. quilibriD ed il li.it" di 

pliils" tRDUR~ 
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C{aRsti risulttliti sono stati poi 5peciilli~zati a due- funzioni di 

distribuzione tortR.entR ilDi~trope 

diçtribotioD- • 

K~l caso della -rinq-li"R distribution" si io in partioolar. studiata 

l'iDçt~ilit~ del .odo ordinario per prop.g.ziODR perpeDdicol.rR • 

Il prRsentv laooro h~ avuto co~ soopo quello di ott~n.re 0009. 

RsprassiODi ~litiche per il coarriciRDta di aS50rbi.ento ciclotranico R 

pertaDto non si R tatto uso di .etodi nu.erioi. 

PR'r unii nlatazione qUilntitativil dell tassorbi.ento ci si propone ora di 

utilizzare le RspressiODi qui ottenute per una dettagliata analisi nu.erica. 

Par aD tal. progra..a Du.erico t si pensa di utilizzare la nUD~iI for.a del 

tRDSOrR dielettrico otteDot. nel c.pitolo pri.a. 
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APPEIDlCE AI Il tRare __ di Poyatiaq.I aaeffioiRDti di assorbi~to spasial. e 

La dina"ca dRlle OndR in un wezzo R descritta dallR RqUazioni di BaXWRll 

l vxE • 1 aB 
crt 

vx!!. 
I ilE .. 41% J 

Z Ci at c -

(A.la ) 

(a.lb) 

d0ge la densita' di corrente f ~ espressa in ter.ini del c~ elettrico! per 

~.zo della legge di Oh. generalizzata (Landaa and Llfsits,196e) 

t 
f(~t) ~ Idir'I dt' ~(~,~',t,t').!(~',t') 

-00 

(a.2) 

•• !leDdo a il teDSGre OOJMIaoibilitÀ elettrioa, OH per UD. "II_O DWXJIe'De'O • 
= 

st~zio~riD i tal. ohe 

(a.3) 

Pnnd"ndo il rotDl'1> dRlIa (a.la) IMI RIi.inando B p4>r ... zzo della (a.lb) 

si ott iR .... 1'lHfUiilllione d'onda p4>r ! 

l (j'E .. ilJ 
VX{VX!)"c'W =-cr dt (A.4) 

ftoltiplioando in-..e soalar_ntR la (a.la) R la (a.lb) risp4>tti"a_ntR 

per!!. IMI ! " sottraRndolR ... .ero a ... .ero si ottiRnR 

L'aoquasiOftlf 

il [ lEI .... 
1ft 8ii 

(a.5) .. una 

il lavoro ratto dal oaapo per uniti di "01".... 

(a.5) 

Ciò significa c~ SR si integra la (a.S) sa un uoluwe 9, il ter.ine 

L7'[4~ (!X!!.)]dU = fS[4~ (~X!!.ll·d~ 
c 

rapp,.,.s"nta il tlasso di energia, descritto dal "ettore di poynting 4,. ~!!., 

\lscente dalla superficie S del 'ooluae considerato. 



La (a.s) ~ quindi UD'~quaziDne di bilanoio d.ll'.n~rgia el~ttrD.agnetioa. 

La .5pr.5,ioDi di cui sopra PO'SODO Rssere scritte in EorWQ più 

La rapprRsentazione in CD~nti di Fnurier di una funzioDR dello spazio 

~ e del te~ t R (~lrose.1981) .. 
~(~It) • ~ J J ~(~ .. ) ei(~:~-.. t)d .. d'Il (a.G) 

--
.. 

dt d'r 

--
~ d.tto -a~i ••• a di Fnurier- dell' ODda. 

Questo siqnit ioa che !(!J t) R la sovrapposiloione di -I>o~onenti 

(a.G') 

• 
VX!{!Jt) 2 VX~ J J!(~ .. )ei(~·~-.. t) d .. d'Il 

--.. 
--.. 

<lB!r tl ~ J J [-i"!!{~")l ei(~·!:.-.. tl d .. d'Il 

--
e l'equazioDe {a. la) diuenta . .. 

J Jei(~·!:.-.. tl li~X!(~") l d .. d'Il = ! J Iei(~·~-.. tl [-i .. !!(~,"ll d .. d'Il 

'" 
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.a l'intervallo di inteqrazione • tutto lo spazio di Fourier • quindi 

l'uqu;oglianu si trasr .... iso .. agli intl>grandi (cicR allI> singol .. oollpOlUinti 

.,.,.",..., .. t i oh.). 

(A. 1 .. ') 

(A. la) poiche DOD conti"Da dl>rivat ... 

ID praticii pas.sando dallo spilsio d.ll. oontiljllraziODi allo sp.sio di 

FolII'i ...... p"r grand .. "" .. liDII .... i ,gli cp .. ratori V IO il/ilt pr .. ndoDO la for .. 

V .. ilr. 

il/ilt .. -i .. 

(A.Ba) 

(A. Bh) 

Operando in questo .ado la SROonda ~.ione di Kaxvall (A.lb) si scriv .. 

4J1i .. 
~x!!.(~ .. ) z --;;- ~(~, .. ) - c ~(~, .. ) (A.lb') 

... ntr .. l' .. quaziona d'onda (A.4) divRnta 

~x [~X~.I~, .. )l • ~ ~(~ .. ) (A.4') 

LA l~g. di Oha (A.2) oonti .. ~ il prodotto di due Eansioni IO ~tanto il 

più 00..,1 .. s5a da trasE.,........S. p"";' si ipotizZil oh. il "'''''0 sia O_R1WO " 
st."ionario si rioava (Botk.Ei,1966)1 

(A.9) 

doVI! ~(~ .. ) è d.tinita da .. 
~(~ .. ) ,. Id'rIdt g(r.,t) .. -i(~.!:.-.. t) 

cioè a(~ .. ) è la traslor .. tM di FOIII'!"r dI una grandezza cbe è ~ero per t<8 
z 

LA tor_Ia (a,5) espri_ la conservaziODe dell'energia istante per 

lst.ute e BOa è conowDi.ate trasporla in coordinate di Fourier. 

lOocorre notare che BekeEi ed altri autori usano la rappresentazione di 

Fouri .. r (11.6) con (-i) al posto di i ottenendo quindi, in generale. il 

co~j .. sso coniugato dei risultati qui dedotti. 
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PoiobR intatti Iv oo~onMnti .anooro-aticbe di Fourier (A.G') sono 

EunsiODi ilr.,niche R ~utriciRDtR' Rspri_rv ttlliP principio di conserv .. zione 

.. dianta quantità .. diata D.I t.~. 

A tala scopo ossarvia-a (Landau aud Lit.its, 1985) cb. in generale data 2 

grand ••• R co~lRs" dal tipo !(t)-!.a i
• t a ~(t)~.ei.t, il valore ~io 

rispetto al ta~ dRI prodotto scalare dalI. parti reali R 

-- l Il Il l .. 
!,.~, • 4 (!.~ +! .~) • ~ (!.~ )' 

dD9lt OOD !' f~" • !* izuHohi • .a. rispetth"'''llt .. la parti r.al ... i-..:qinaria et 

il co~lesso coniugatD di A. 

Da ciò S.qUR che il valor .edio d.l lavoro Do~iuto dal oawpo per unita 

di voI ..... ,per oia5OUD& OO~_Dt. -aoooro_tioa (A.G') 

a..1~(~")R i (~: !:._t) 1.a..I!(~, .. ) .. i(~: !:.-.t) I 
-il~(~ "le i (~. !:.-.. t l!" (~")R -i (~. !:.-.. t) +l (!, ")R - i (~. !:.-.. t l!(~, .. ) .. i (~. !:.-.. t) I 
= H~(~, .. ) .!"(~, .. ) + ~"(~,"H~.(~,") l (A. 11) 

P ... ott._ .... dallR _aioni di & __ 11 _110 spazio di Fourier quesh 

"SpreS.iOM hash .. ltipIi.,...... soalar.RDh (A. la ' ) 

Il 
so--.re" sottrarre a ciò (A.la')·~ + (A.lb')'~' 

Si ottiRDR intatti 

da cai,poichtP 

e aDaloga.ntr 

.. 
pRr !!, (A.lb') per! 
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si otti.ne 

* 
.. 

+ C"i 
.. 

!X!!* + !* X!! ) .. - I!!I' * * .. -.. (!l' (~-~ ).( =- (! .! + !.! ) +-o o c 

e quindi 

2~".( :" (!X!!* + !*X!! ) Irq' + IB Il 1 * * (11.11) = 2 .. " 
8Ir + 2 (! .! + !.! ) 

dove ~""l. ~ e .. ""l .... 

lA (A.ll) upri .. il "tt!!ON!'aa di PoyJItinq" 1U!1lo spazio di Foarier 

(Bt!!Jr.eri,l966). 

Se 1U!1la {A.4')·eliainiaao !(~ .. ) aediante la 1"9ge di Oh. (A.'), 

l'equazioDt!! d'onda può es5t!!rt!! scritta in una toraa cbe contiene solo il caapo 

I>}I>ttrico: 

[i! (H-tI!! + !;(~ .. ) 1·!(~ .. )=41 (A.12) 

taraa diadica l> E,definito da • 
• 

bi 
E(~") " l + - ,,(~ .. ) :z _ ~ .. (A.13) 

è il tt!!Dsort!! dielettrico che descriOt!! le proprietà elettriche del ... zzo. 

lA (A.12) è (in coordinate cartesialU!) equivalente a un sisteaa di 3 

ttqtlilzioni che accoppiallO le tre co ........... ti E.,Ey,Ez del caapo elettrico. Se 

poniaao 

D ~ 
Il,,-t,,lIt .. - -

(indice di ritrazione dell'onda) il sisteaa prende la tOrE 

(1I1 -III +r )E + (II Il +r )E + (1I.lIz+Exz)Ez = • • xxx .yxY1 

(II Il +E lE + (1I'-II'+E lE + (II Il +r lE •• 
X1YS., 11'1 'IZ'lZZ 

(I Il +E lE • (I Il +r )E • (l'-K"+r lE =. "zzxx 'Izzyy z zzz 

(A.13') 
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Tal~ siste-a ha soluzioni Don trioi.!i sola.ente S~ è o.riEioata 

(A.14) 

dov., iD oirtù della (A.12) 

(A.14') 

i il tRDsore di dispersioDe.ID coordinate cartesiane la (A.14) assUWQ la EorwQ 

(oEr.(A.13')) 

.'-.'+1 • " +E •• +E 
X xx X 1 x1 x z xz 

• " +. "'-.'+E " • +. = • 
x 1 1X 1 11 1 z 1Z 

(A.14-) 

• " +. • Il +. .'-.'+E X Z ZII 1 Z zy Z zz 

IIoto il t.osare di.l.ttrioo l. solu.iolUt d.ll 'equa.ioDe di dispe1'"sioDR 

può e&sere Dttenuta nelle Eor_ .. (J)= .. (J)(~, per un prDble_ di dipendenu 

tewporale, D .(J)a"(J)( .... ), per un proble_ di dipendenza spaaiale (. 

~atterizza la direzione di propagazione dell'onda). Le parti reale e 

i..aqinaria di quRstR soluziae! 125crivono rispettivil.eDt~ la di~pRrsiDne e lo 

s.orza~to (a~liEicazione) dell'onda. 

Possia.o utiliazare la definizione di tRDsor~ dielettrico anchv per 

scrioere dioersa_nte il teore_ di Poynting. Dalla legge di Oh. generali~.ata 

(lI.9) "*'1- infatti oh. 

.. ~.~ a .. [!+4:i ~(~, .. )l'~ a ~ + 4ai ~.~ =4ai~ + ~ 
e quindi la (lI.ll) div.nta 

~-. [o[~!R+!RX!ll = 2 .. -1!1' - i!R. [ .. ~ - ... (~t)·l·! 
d t . l t t di DV. ~ e il raspos il ~. 

(A.15) 

(A.16) 

arEinobi l'onda si propaghi (ed R oooia.ente questo il caso più 

interessante) lo s.orza.ento dRVe Rsser9 debole e pertanto 

I~: l « I~'! " 1,,-1 « l'" I 



- 1.8 -

All'ordine più basso siqniEioativo in I~-I e ~- si h~ 

'ij(~''') " ·ij(~'+i~-, .. t+i .. -} " 'ij(~t t"t} + i~-'~"ij + i"-~t'ij 

iOEiJ(~,"1 s .. tEiJ(~t, .. tl + 1[ .. t~-·:~tEiJ + .. -: .. t( .. tEiJll 

.... (~) t" . [ IL - a.. _a (t .. II .. Eij ~,,, s" 'iJ - 1 IO ~ '~"Ji + .. ~t IO "ij 

Ponia .. ora 

I 'b,1J ~ i (E 1J + ';1 1 = parte her.itiana di E1J 
1 .. 

'.,ij : 2i ('ij - 'jil • parte ant1her.it1ana di ... 
lO 

La parte ber.1tiana di E descrive la risposta DOn dissipativa dei .e'.o 
= 

1ntl!raqent. con ltODcla antre la parte ber.itiau descrive la sua risposta 

dissipativa. 

Si può in questo .000 scrivere 

"'iJ(~")-""E;1(~"1.2i"·'a,iJ+2i"·~-·:k.(Eb,ijl+2i"-: .. t("'Eb,lJl (A.17) 

Pltrhnto nell'approssi_zione di debole s .. rBa.ento 11 teore_ di 

Poyntlnq si scrive (Beteti, 1966). 

2t-[O(!X~"+~"X~-"':~'('b,iJ}E7Ejl·2"'[I~I·+: .. ( .. tEb,iJlE7Ej +2 .. t!"'E;o.!J (A.18) 

o anche 

(A.18 t ) 

S(llt "') = P(tt "t} + a(tt "'} __ J __ , .1_, (A.191 

è il Clusso totale dltlla densità d1 enerqia elettrowaqnetlca, cowprendente il 

contributo puraante elett~qnetlco descritto dal vettore di Poyntinq 

(A.2·1 



- 119 -

ed il flusso di energia di sloshing 

~(~',~') • -;i ~'('h,ij)E~Ej (A.21) 

c&. d.~ivw il flusso d~lla deesiti di energia cinetica delle partioelle del 

Si csservi che dalla (A.18') HqlW che in apprcssi .. 3io .... di debole 

saorza .. nto l'ordine di qrand.s3a di E
R 

•• ·E • lo stesso di ~-, .. questo noe - =a-

illPlioit neoeSSiU"'iaWleDte Dh •. U\oblt 6 sia dRllo stesso ordiDlt di ~ ... Si noti ..,. 
ane&. c&. per onde elettrostatiche,cioR per ~I, il flusso di energia (A.19) 

si riduce al solo terwUDR di sloshiQ9. 

IDOltre 0.11" (a.18') 

'D ,. l èl, " 
Il(~' ,~') • 8iJ + E" ~,(~ Eh, ij)EiE.i (A.22) 

R l" d.nsiti di RDRrgia del Da~ elettro .. qnetioo DRl "320. 

~, [c! d t • l ~. a. ;rt dI"'(1o: 5ij -lo: i lo:,j)EiE.i 

oosioohi il flusso tot"le (A.19) si può sori~ nell" far-. 

.... è) * 
~ • -Bi ~'~,ijEiEj (A,19') 

.ssendo ~ l" parte herwritiana del .tRDSOI'R di dispersione (a.14'). 

p~ quanto riguarda la d.nsita di .lWtrgia (a.22), usando l" (a.1a') si ba 

c' " I!W = ;or (~X!I' (~X! ) = 

c' " .;or! .(Io:!!-Itlo:).!. 

It 

= ! '~h'! (a.23) 

do.,. l'ulti .. aquaqlianaa .eque d" (A.12) osservando ch. 

* It .+ • 
! .~.! = ! '~h'! + l! '~a'! '" ! '~h'! 

"ll'ordine più basso in !"'~a'! (appro.si .. zione di debole saorzawento).Da cio 
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~qUR che la (0.22) diventa (Bekefi. 1966) 

V(~' ... ·) = sn1 
... ~.( ... ·Eh .. )E-E. a.. . l J l J 

(0.22') 

Sulla has. della (a.1B·) si pos~ definire il oo.ffioiente di 

(a.24) 

e il ooeffioiente di assorbi .. nto (o di cresoita) te!porale 2 .. -

.. l oaso iD ooi la dipttDde-nsa 5p •• i~1. è doai~n.t. rispetto .. qu.lla 

t.~al. (i •••• -s ') dalla (a.lB·) si ba 

E*'E ·E 
- =a-
I~(~' ... ·11 (G.24' ) 

.entre nel ca~o di dipendenza te~rale do.inante ri~petto a quella spaziale 

dalla (G.IS·) ~1 ba 

E"'E ·E "I _ =&_ 
2..," • 4ir I/[!,' ... ' ) 

eollbinando (G.24') con (a.25) p&r eliainarv il caapo 

.- • -Ì lijl . -~-·i lijl . -~ - -
Dalla definiziOftR di VRlocit~ di grappa SRgaR che 

a.. S 
~rii<n=if 

e pertanto 

a • 

,," = -k-·v 
- '"1Ir 

(a.25) 

elettrico si ottiene 

(a.26) 

(a.27) 

(a.28) 

(G.29) 

Si noti che il seqno di a dipende solo dal seqno di E". E • E .entre il 
- =a-

seqDO di .. - dipende anche dal seIJftD della densità di enerqia V. 
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APPEIDICE B: Calcolo ciBetico del teasore dielettrico relativistico 

Co.bin~ndo le RqUaaioai (A.9) e (A.13) si può 50rivRr@ il tRnSDrR 

dielettrioo ~(~.~) in t.rwdni dRlla densità di corrente .sprvssa nello sp •• io 

(B.l) 

dalla quale R possibile ottRaere una espressioDR esplicita per 

rioav~ndD ~(~.~) ia funaiDDR del ea~o elettrico. 

Relle stesso tR~ la densit~ di oorrvate R deEiait~ dalla (AkhiR3er et 

al. ,1975) 

[(!:.Jt) -l q", J~ E",(!:.J l!.,t) d'p (B.2) 

'" 
dove E ",(!:.,2.J t) Il la funzione di distribuzione delle particelle di specie '" 

(dotate di carica elettrica q",) ed Il tale che E ",d'rd'p sia il lIa.>ro di 

particelle presellti ilei ""la.> illfillitesiw> dello spaZio delle fasi 

d'rd'p,Delltrato iII (!:.J!Ù al tewpo tll!. Il il W>1II!IIto relativistico l!.="'~ 00II 

~~J't+(2!.a)' il fattore relatlvistico di Lorenz. 

La funzione di distribozione fa obbedisce all'~qaazione di BDltz .. naa che 

(nel llait. io coi le collisioni siano trascarabili) si riduce alli ~a.ziene 

di Vlasov (relativistica) (Bekefi, 1966) 

ilE + v. IlE + q(E + ~).!!! = e 
ilt - ilr - c ilI!. 

(B.3) 

d~ si ~ tralasciato l'indice a. 

rale eqaazione può essere risolta COD il ~todo pertorhativu iII 

approssi .. siooe lineare. 
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ProcRdendo in Q1l9Stiili direzi0Il9 &" per un plil:SiilDil mqnetizzitto che sia 

I ~ :; !o + t 

~ E 

- !!o + !! 

do"e con l'indice o si denota la parte di equilibrio e con la tilde 1;0 

perturbazione. Si io ... sunto !!. ..... 

Per un equilibrio o.aqeneo e stazionario si ba 

art ac, 
dr • ètr :a • 

e l'equazione di Vlaso" (B.3) assU8e la tor.a 

/H .. ~·IH .. ~11l(B ).au,.,) 
at ilI' c - -' ilI!. - -

All'ordine zero iD Iclll, si ha 

.. q[i .. ~I·~(C, .. C) = • 
c ilI!. 

("XB,).al, = e 
- - ilI!. 

!!!.. 4) 

(B.:I) 

nata la si..etria cilindrica attorno alla direzione del ca~ .. qDetico 

di equilibrio !!. et conoecni.nt. USAre ccordiDat .. cilindriche &SSU.ndo B,=8 . 
z 

Poicbè iD qaesto .ada si ba 

~.[~!~ ~I 
ilI!. - ill!.l'l!.lÒP ' òp. 

la (B.S) si riduo. alla 

(B. IO) 

OOD p •• P1 costaDti d.l .oto. 

Al pri.., ardi .... .. <>DD la (B.S) l'RqU;o"iODR di 

iJr ilE 
il-t" ".- .. - al' 'lI "XB.) ,ilt .. q [i~xBl'~' = e Cl - - al!. - c ilI!. (B.7) 

Questa equazione può essere risolta con il ~toda delle caratteristiche 

(Stix,1962). Poicbè intatti si ha 
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I drt) = !!.(T) ii ;!H) 
da!T) • ~(!!.(T)X~) 

COD ~(T=t)=~ ~ ~(T=t)=~, la (B.7) si può scriVQrQ 

o anche 

d
d

t 
; = -q [E + ~I' ilE. 

. - C II~ 

(B.8) 

; (!:.JI!J t ) *; [~( t • ) ,~I t I l , t I I-qf dt' [il!:.( t ' l, t'II" (t ' ) xii ~ r ( t ' l. t'II· ~~i t ') (B.' l 
ti 

Paic"," l .. p"rturbaziooi che consideria.. sono di tipo ondul.torio ~ 

CODoeDient~ l~r. l'analisi di Fourier d@ll'equazione, cio. pr~Ddere 

- !(k·r-~t) 
E(!:.J~,tl -t l{~'~I"I. --

lnoltre,poicb4t ci interessano proct!ssi indlp"nd .. nti dalle condizioni 

iniziali possia.a p~ndere t,= __ . 

In tali ipot .. si pI>rC"'" l'int .. qrale conuerqa è sulficiente cbe .bbia 0DiI 

piccola parte i ... qinari. I.(~) > l. Tutt ... i. questo iaplica che 

t-( (t) (t) t 1- -i~t_ I.{~)tl -il!e(~)tl ~ • !:.'fl!..f.-e _e ~ ---.- per 

Pertanto l. (B.9) si pua scri~ 

E {~I!J "IQ;' {~. !:.-~t l :-qf dt' [~.I~,~ )+He.!,!.: l ~(~, "III· :~t t I )~ i(~. t.{t' )-~t I ) (B.18) -
do .. e in s~uito all'!nt~razione delle (B.a) 

con Pl e p. costanti del .uto, ~c = ~I = frequenza ciclotroDica della carica 

q @ ~, = Y = costante. 
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IIxE ~ 9 - - -
(! • indioe di rifrazione dell'onda) e eftettuia.a il oa~io di ~ariabile di 

.. 
T = - l(t'-t) 

si può scriue~ la (B. le) nella torwa 

(B.12) 

001> 

(9.13) 

II>se~ndo la (B.12) nella trastor.ata di Fourier di (B.2) ed utilizzando 

(B.l) si può scriuere il tensore dielettrico nella tor.a 

l .. 

~iJ=6ij-i~ ::a
C4 

Jd'PPifdT (B.14) 

do_ 

(B.15) 

~ il quadrato della frequenza di plas.a della specie a, avendo posto 

t =D F 
04 oc:: 04' 

con Do« la d"nsità 

distrihi~iDDe all 1 equilibrio nor.alizzata iD ~o oh. 

" Fo« la 

Jd'PF 0«-1. 

Etm2iODQ di 

Espresso in ooordinat. oilindriche • per una singola speoiQ di particRlle 

il t&Dsorv di&lettrioD as~QW8 l~ tor.a 



doue si it posto 

ti " 
ti 

ti 
C 

ti 

ti " ...R 
p .. 

c 

f, " :wc)lF, 

- - ilf, 
,p.} " Pi -=- -

apI 

- ilf, 
PI -ilPi 

- 11~ -

(B.17) 

Uu ItSpreoSldOlW Cor.al_Dt» più sRWlplioR per il tensore diRIRttl"'ioo si 

Dttian. utilizzando l'idaotit~ di Jacobi (TicboooQ aod Sa-arskiJ,1981) .. 
~iz 5inP ~ 2 ~inPJD(Z} 

n=-tJt 

(do_ l" J,,(z) liODO l" lunsioni di BRsliRl d"l pri.., tipo di DrdiDI> o} l> II> 

(B.li) l> (B.13). 

Si PuD infatti scriQRrl> (Bornatici I>t al, 1983) 

-, .. 
E •• = 6 .. /p '\ fd'P 

q lJ iO t. j' 
D=-<fI 

(B.i8) 

dD .... S!~) .. UD tRDsorv ~tiaoD chR DRl sist .. wg di rileri ... nto in oui Hy~ 
q 

.. d"iioito da 



P!ul~ Jnj' 

s(nl= 
ij - - Uio J J' p! a n n 

p ~ J! 
• il n 

- M 
U a a~. + y. F{ii1.ii.) 

ap
l 

M ~ (Ml ,. ,M.) 
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--~ J J' P1 a n n P te J! • a n 

ii UJ'! 
1. n ii.uiJnJ~ 

-p UiJ J' 
• n n (P' Iii )UJ! • ! D 

ino1tr~ dalla (9.19) S~UODO 1. r91azioni di Onsaqer 

[ 

~ry= 
E 2 

n 
E = yz 

-~ yx 
+E 

U 

-E 
zy 

(B.19) 

(B.2') 

(B.21) 

P .... calcol .... !! i COt!tticil!!lti di assorbi.,nto spaziale .. t .. """ral .. è 

Dt!C .. ssario separar!! il t .. nso .... di .. l .. ttrico nell .. sue co"""nenti her_itiana .. d 

ant ihe,..; tiana. 

A qDt!sto scopo osserviawo che la (B.18) conti .. ne l'inteqrale 

sIn) 
fd'P iJ 
J' jiy-;i M.ii .-n 

caratterizzato da una sinqolarità per 

(B.22) 

(B.23) 

cb!! è la condizione di risonanza ciclotronica (discussa in dettaglio in nel 

cap.2 par.2). 
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~ tRori.. de-l cillcolo intR1]ral6l per funzioni di vari.bi le o01llplIi!'ssil 

(DennRry, 1967) , aff.r .. ohe, volendo oaloo1ar~ .. 
J~d • • -x, 

in figura. Cosi fa~ndo si ba 

Q • J!1=l da • P-iRt(_.) • P-iRIE(Z)6(Z-Z.)dZ z-z. 

<>OD 

_.-E .. 
+ J !.l!.l dII x-x, 

X.+E 

P • 11.~ [ J !.l!.l dI 
T x-x, ...... -

detto parte principale dell'integrale. 

-. 
Il tensore dielettrico (B.18) può e5~re separato DRlla sua parte 

bRrwdtiana Rd antiberwùtiana 

-." [ sIn) l -. -.. .... p. 
p .- q p .- --Eh .. =6 .. +--..<:. '\ P fd P +[-16. 6. fd P -"F(P.l'p.) 

,q 1J - t. J -. - lZ ~,.j' -.. =_ .. 't-.. .p.-n .. Pl 
(B.24a) 

(B.24b) 
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